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ПРЕДИСЛОВИЕ 
 
 
 
 
 
 

Проблемно-тематический комплекс, составляющий настоящее учеб-
ное пособие, представляет собой важнейший компонент образовательной 
технологии, применяемой в Международном институте экономики и права. 

Главное назначение проблемно-тематического комплекса – активное 
развитие творческих способностей студента, его навыков в самостоятель-
ной работе с рекомендованной литературой, его умения анализировать 
проблемные ситуации и приходить к обоснованным, аргументированным 
выводам. 

Проблемно-тематический комплекс по дисциплине «Эконометрика» 
включает в себя проблемно-тематический курс (ПТК), план-конспект лекци-
онного курса и консультационный курс. 

Проблемно-тематический курс представляет собой набор заданий,  
выполняемых студентом самостоятельно. Задания ПТК носят проблемный  
и поисковый характер, требуют от студента серьезной аналитической  
работы по поиску эффективных, нестандартных подходов к решению  
конкретных задач и выносятся на аттестацию по данной дисциплине. 

План-конспект лекционного курса – это краткое (тезисное) изложение 
понятийного аппарата и основных положений учебной дисциплины со 
ссылками на источники, где соответствующие темы курса раскрыты доста-
точно глубоко и обстоятельно. План-конспект позволяет студенту работать 
с рекомендованной литературой более осознанно и целенаправленно. 

Консультационный курс раскрывает вопросы, при самостоятельном 
изучении которых студенты испытывают определенные трудности. 
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1. ПРОБЛЕМНО-ТЕМАТИЧЕСКИЙ КУРС  

 
Автор-составитель   д-р воен. наук Д.В. Гордиенко 

 
 
 

ВВЕДЕНИЕ 

Курс эконометрики является в некотором роде продолжением курса 
статистики и имеет большую практическую и научно-исследовательскую 
направленность.  

В ходе изучения курса студенты должны: 
знать: 
• предмет, методы и задачи эконометрики; 
• место эконометрики в комплексе экономических наук; 
• систему методов и моделей, используемых в эконометрике; 
уметь: 
• проводить эконометрический анализ экономической информации; 
• ставить и решать проблемы исследования рыночной экономики  

эконометрическими методами; 
иметь представление: 
• о методологии исследования экономической информации; 
• об организации эконометрических исследований с использованием 

современных информационных технологий. 
Настоящий курс предполагает, что студенты уже знакомы с общей тео-

рией статистики, знают методы исчисления статистических показателей, 
имеют представление о взаимосвязях экономических явлений и процессов. 

Все рассматриваемые в курсе темы включают соответствующие блоки 
практических заданий, работа над которыми позволит студенту усвоить 
материал учебной дисциплины «Эконометрика». 

Студент обязательно должен иметь точный, исчерпывающий ответ  
на каждое задание. 

 
 ЛИТЕРАТУРА 
Основная литература 

1. Айвазян С.А. Эконометрика. Краткий курс (Гриф МО РФ). – М.: Маркет ДС, 2007.  
2. Магнус Я.Р., Катышев П.К., Пересецкий А.А. Эконометрика. Начальный курс: 

Учеб. пособие (Гриф МО РФ). – М.: Дело, 2007.  
3. Мхитарян В.С., Архипова М.Ю., Балаш В.А. Эконометрика (Гриф МО РФ). – 

М.: Проспект, 2008. 
4. Эконометрика: Учебник /Под ред. И.И. Елисеевой (Гриф МО РФ). – М.:  

Финансы и статистика, 2008. 
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Дополнительная литература 
5. Дорохина Е.Ю., Тихомиров Н.П. Эконометрика (Гриф МО РФ). – М.: Экзамен, 

2007. 
6. Доугерти К. Введение в эконометрику. – М.: Финансы и статистика, 1999. 
7. Колемаев В.А. Эконометрика (Гриф МО РФ). – М.: ЮНИТИ, 2006. 
8. Мхитарян В.С. Эконометрика (Гриф МО РФ). – М.: Проспект, 2008. 
9. Практикум по эконометрике: Учеб. пособие / И.И. Елисеева и др. (Гриф МО 

РФ). – М.: Финансы и статистика, 2006.  
 

ПРЕДМЕТ И МЕТОД ЭКОНОМЕТРИКИ 
Имеются различные толкования эконометрики. С. Фишер считает, что 

эконометрика – это раздел экономики, занимающийся разработкой и при-
менением стилистических методов для измерений взаимосвязей между 
экономическими переменными. По мнению Л. Клейна, основная задача 
эконометрики – наполнить эмпирическим содержанием априорные эконо-
мические рассуждения. Э. Моленко целью эконометрики называет эмпи-
рический вывод экономических законов. Известно высказывание Ц. Гри- 
хилеса о том, что эконометрика является не более чем набором инструмен-
тов, хотя и очень полезных: «Эконометрика является одновременно нашим 
телескопом и нашим микроскопом для изучения окружающего экономиче-
ского мира». 

Р. Фриш указывает на то, что эконометрика есть единство трех  
составляющих – статистики, экономической теории и математики. 

Н.Ш. Кремер и Б.А. Путко полагают, что эконометрика осуществляет 
опытную проверку экономических законов, выраженных в виде математи-
ческих соотношений, и, используя традиционные математико-статисти- 
ческие и специально разработанные методы, проводит анализ количест-
венных взаимосвязей между этими показателями. 

1. Проанализируйте вышеуказанные определения и высказывания 
ученых. Как Вы считаете, какое из них наиболее точно определяет 
суть эконометрики как научной дисциплины? Свой вывод аргументи-
руйте. 

2. Изучите особенности конфлюэнтного и путевого анализов  
и поясните их смысл, выявите их положительные стороны и недос-
татки. 

3. Как Вы считаете, в чем заключается смысл экономического баро-
метра? Какие теоретические предпосылки легли в основу построения 
гарвардского барометра? Известно, что в период Великой депрессии в 
США гарвардский барометр «потерял чувствительность». Как это 
можно объяснить? Насколько оправданно построение экономических 
барометров в наши дни? 

ТЕМА 1 
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В начале ХХ в. был составлен ряд уравнений регрессии, описывающих 
экономические процессы на макро- и микроуровне. 

Например, зависимость себестоимости продукции (у) от объема ее 
производства (х) представлялась в виде: 

у · х = b + а · х, 
где у · х – затраты на производство; 
b – затраты, не зависящие от объема производства; 
а · х – затраты, зависящие от объема производства. 
Очевидно, что, разделив обе части равенства на объем производства (х), 

получим уравнение вида: 
а

х
by += . 

4. Какой, на Ваш взгляд, экономический смысл имеет каждый из 
параметров этого уравнения? 

5. От чего, по Вашему мнению, может зависеть себестоимость 
продукции? Какие факторы способны влиять на значение этого эконо-
мического параметра? Какие факторы не могут влиять на величину 
себестоимости продукции? 

6. Каким образом, на Ваш взгляд, может быть уточнено вышепри-
веденное уравнение себестоимости продукции? 

7. Каким образом Вы бы изобразили причинные связи, влияющие  
на величину себестоимости продукции? 

Литература: 1, 2, 4, 7, 10. 

ПАРНАЯ РЕГРЕССИЯ В ЭКОНОМИЧЕСКИХ ИССЛЕДОВАНИЯХ 
С помощью парной регрессии может быть выявлено в наибольшей 

степени характерное влияние одной экзогенной переменной Х на зависи-
мую (эндогенную) переменную Y. При этом графическое представление 
позволяет визуально, а затем и расчетным путем оценить адекватность 
эконометрической модели и ее экономический смысл. 

Парная регрессия – уравнение связи двух переменных у и х: 
у = f (х), 
где у – зависимая переменная (результативный признак); 
х – независимая, объясняющая переменная (признак-фактор). 
Различают линейные и нелинейные парные регрессии. 
1. Изучите особенности линейных и нелинейных парных регрессий 

и приведите их примеры. 
2. Как Вы считаете, в чем состоит суть метода наименьших 

квадратов? 
3. В чем, на Ваш взгляд, состоит суть дисперсионного анализа? 
По семи районам города N-ска за 2007 г. известны значения двух при-

знаков (см. табл. 1). 

ТЕМА 2 
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Т а б л и ц а  1  

Район 

Расходы на покупку 
продовольственных  

товаров  
в общих расходах, %, у 

Среднедневная  
заработная плата  

одного работающего, 
руб., х 

Северный 68,8 169,8 
Северо-Западный 61,2 175,0 
Западный 59,9 159,2 
Юго-Западный 56,7 161,8 
Южный 55,0 163,8 
Юго-Восточный 54,3 147,2 
Восточный 49,3 152,2 

4. Для характеристики зависимости у от х рассчитайте пара-
метры следующих функций: 

а) линейной; 
б) степенной; 
в) показательной; 
г) равносторонней гиперболы. 
Рассчитайте линейный коэффициент парной корреляции (индекс 

парной корреляции) и коэффициент детерминации. 
Получены функции: 
а) у = а + bх3 + ε,    д) уа = b + сх2 + ε, 
б) у = а + b lnх + ε,    е) у = 1 + а(1–хb) + ε, 
в) у = а + bхс + ε,    ж) у = а + b +

10
х  ε. 

г) lnу = а + b lnх + ε, 
5. Определите, какие из представленных функций линейны по  

переменным, линейны по параметрам, нелинейны ни по переменным, 
ни по параметрам. 

Литература: 1–9. 

РЕГРЕССИОННЫЕ МОДЕЛИ С ПЕРЕМЕННОЙ СТРУКТУРОЙ ТЕМА 3 
Введение в регрессию фиктивных переменных существенно улучшает 

качество ее оценивания. При этом точка зрения каждого экономиста очень 
индивидуально влияет на поиск оптимальной модели. 

Построение регрессионных моделей с переменной структурой обу-
славливается необходимостью включения факторов, имеющих два или бо-
лее качественных уровня. Для преобразования качественных значений 
факторов в количественные конструируются фиктивные (структурные) пе-
ременные. Введение таких переменных в регрессионную модель и делает ее 
структуру переменной.  
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1. Какими, на Ваш взгляд, свойствами должны обладать оценки 
коэффициентов (параметров) регрессии, полученные по МНК? 

2. Что понимается в эконометрике под гомоскедастичностью 
дисперсии остатков? 

Регрессионная модель, описывающая зависимость цены двухкомнат-
ной квартиры от ее полезной площади, определяется уравнением регрессии 
с фиктивными переменными: 

ŷ = 320 + 500х + 2200·z1 + 1600·z2 (амер. долл.), 
где х – полезная площадь квартиры, м2; 
z1 – фиктивная переменная: z = 1 – для панельного дома, z = 0 – для 

всех остальных типов домов; 
z2 – фиктивная переменная: z = 1 – для кирпичного дома, z = 0 – для 

всех остальных типов домов. 
3. Учитывая, что фиктивные переменные z1 и z2 принимают зна-

чения 0 для домов типа «хрущевка», определите частные уравнения 
регрессии для отдельных типов домов. 

Проведите экономический анализ коэффициентов регрессии. 
Имеются статистические данные поступления налогов в консолидиро-

ванный бюджет Санкт-Петербурга (у, млрд руб.) в зависимости от числен-
ности работающих на крупных и средних предприятиях (х, тыс. чел.) рай-
онов за 2007 г. (см. табл. 2). 

Т а б л и ц а  2  
№ п/п Районы города хi уi 

1 Павловский 3,3 4,4 
2 Кронштадт 6,2 8,1 
3 Ломоносовский 8,1 12,9 
4 Курортный 18,3 20,8 
5 Петродворец 20,2 15,5 
6 Пушкинский 23,1 28,8 
7 Красносельский 39,0 37,5 
8 Приморский 49,1 48,7 
9 Колпинский 60,1 68,6 
10 Фрунзенский 74,2 104,6 
11 Красногвардейский 79,0 90,5 
12 Василеостровский 95,0 88,3 
13 Невский 106,0 132,4 
14 Петроградский 112,2 122,0 
15 Калининский 115,0 99,1 
16 Выборгский 125,1 114,2 
17 Кировский 132,0 150,6 
18 Московский 149,0 156,1 
19 Адмиралтейский 157,0 209,5 
20 Центральный 282,0 342,9 

Итого  1653,9 1855,5 
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Данная зависимость может быть описана уравнением линейной пар-
ной регрессии вида: 

ŷх = –4,565 + 1,178·х. 
4. Определите значение линейного коэффициента парной корреля-

ции rху. Определите отклонения от теоретических значений ŷх  факти-
ческих значений у – εi. Проверьте линейную парную регрессию на гетеро-
скедастичность дисперсии остатков (используйте для расчетов таб-
личный редактор Мicrosoft Excel). 

Литература: 2, 3, 5–7, 9. 

ТЕМА 4 ОБОБЩЕННЫЙ МЕТОД НАИМЕНЬШИХ КВАДРАТОВ 
Суть метода заключается в уменьшении вклада данных наблюдений, 

имеющих большую дисперсию в результате расчета. 
Одной из предпосылок применения МНК для оценки коэффициентов 

регрессии является гомоскедастичность дисперсии остатков. При нару-
шении гомоскедастичности и наличии автокорреляции остатков рекомен-
дуется традиционный МНК заменять обобщенным методом наименьших 
квадратов. 

1. В чем, на Ваш взгляд, состоит суть обобщенного метода наи-
меньших квадратов? 

2. Как Вы думаете, что представляет собой взвешенная регрессия? 
С какой целью и каким образом взвешиваются переменные уравнения 
регрессии? 

3. В чем, на Ваш взгляд, состоит суть взвешенного метода наи-
меньших квадратов? Как определяется коэффициент регрессии для пе-
ременных в отклонениях от средних уровней? 

Пусть у – издержки производства; х1 – объем продукции; х2 – основ-
ные производственные фонды; х3 – численность работников. 

Уравнение регрессии имеет вид: 
у = а + b1х1 + b2х2 + b3х3 + ε 
и является моделью издержек производства с объемными факторами. 
4. Предполагая, что σ2

ε пропорциональна квадрату численности 
работников х3, т.е. , составьте регрессионную модель издер-
жек производства на одного работника. 

2
3

22 xi σσ ε =

Дайте интерпретацию экономического содержания коэффициен-
тов регрессии полученной регрессионной модели. 

5. Предполагая, что σ2
ε  пропорциональна квадрату объема продук-

ции х1, т.е. , составьте регрессионную модель затрат на еди-
ницу (или на 1 руб.) продукции. 

2
1

22 xσσ ε =

Дайте интерпретацию экономического содержания коэффициен-
тов регрессии полученной регрессионной модели. 
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Литература: 1–5, 7, 8. 
ТЕМА 5 

НЕЛИНЕЙНЫЕ МОДЕЛИ РЕГРЕССИИ 
В экономике при моделировании кривых спроса часто используются 

степенные функции, а при моделировании временных трендов – показатель-
ные функции. 

Если между экономическими явлениями существуют нелинейные со-
отношения, то они выражаются с помощью соответствующих нелинейных 
функций. 

Различают два класса нелинейных регрессий: 
• регрессии, нелинейные относительно включенных в анализ объяс-

няющих переменных, но линейные по оцениваемым параметрам; 
• регрессии, нелинейные по оцениваемым параметрам. 
1. Какие виды уравнений регрессии, на Ваш взгляд, могут описывать 

регрессии нелинейные относительно включенных в анализ объясняющих 
переменных, но линейные по оцениваемым параметрам? 

2. Как Вы считаете, в чем заключается экономический смысл кри-
вой Филлипса и кривых Энгеля? Что Вы бы назвали коэффициентом 
эластичности? 

Потребление товара А (единиц) в зависимости от уровня дохода семьи 
(тыс. руб.) характеризуется уравнением вида: ŷх = 5 + 6 · х – х2. 

3. К какому классу нелинейных регрессий Вы бы отнесли это урав-
нение? Каково Ваше мнение: как определить величину дохода, при  
котором потребление товара А максимально, а как изменяется вели-
чина потребления товара А с увеличением дохода семьи? 

Имеются статистические данные зависимости урожайности озимой 
пшеницы от количества внесенных удобрений (см. табл. 3). 

Т а б л и ц а  3  
Внесено минеральных удобрений,  

ц на 1 га, х 
Урожайность,  

ц на 1 га, у 
1 6,1 
2 9,0 
3 10,2 
4 12,3 
5 13,1 

Уравнения регрессии, описывающие эту зависимость, имеют вид: 
ŷх = 3,4 + 2,986 · х – 0,214 · х2; 
ŷх = 6,136 · х0,474. 
4. К какому классу нелинейных регрессий Вы бы отнесли эти урав-

нения? Какое из приведенных уравнений лучше описывает зависимость 
урожайности озимой пшеницы от количества внесенных минеральных 
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удобрений? Почему? Какой вид имеют, на Ваш взгляд, формулы для рас-
чета коэффициентов эластичности? 

Литература: 1, 4–6, 9. 

МНОЖЕСТВЕННАЯ РЕГРЕССИЯ  
В ЭКОНОМИЧЕСКИХ ИССЛЕДОВАНИЯХ 

В модель регрессии включаются те факторы, которые наиболее сильно 
связаны с зависимой переменной, но слабо с другими факторами. Для от-
бора факторов в модель и оценки их мультиколлинеарности можно  
использовать матрицу парных коэффициентов корреляции. 

Множественная регрессия – уравнение связи с несколькими незави-
симыми переменными. 

1. Какой вид, на Ваш взгляд, имеет линейное уравнение множест-
венной регрессии в стандартизованном масштабе? 

2. Как, на Ваш взгляд, модно определить тесноту совместного 
влияния факторов на результат при линейной зависимости? 

Имеются статистические данные, представленные в табл. 4, характе-
ризующие Северо-Кавказский регион России в 2007 г. 

Т а б л и ц а  4  

Признак Среднее 
значение 

Средне-
квадратичное  
отклонение 

Линейный  
коэффициент  

парной корреляции 
Среднедневной  
душевой доход, руб., у 234,8 41,14 – 

Среднедневная  
заработная плата  
одного работающего, 
руб., х1 

184,9 25,36 1yxr = 0,8103 

Средний возраст  
безработного, лет, х2 

33,5 0,58 
2yxr = – 0,2101 

21xxr = – 0,1160 

3. Постройте линейное уравнение множественной регрессии в 
стандартизованной и естественной формах. 

Рассчитайте коэффициент множественной корреляции. Охарак-
теризуйте с его помощью зависимость у от х1 и х2. 

По 25 предприятиям легкой промышленности изучается зависимость 
потребления материалов у (т) от энерговооруженности труда х1 (кВт · ч на 
одного рабочего) и объема произведенной продукции х2 (тыс. ед.). Данные 
приведены в табл. 5. 

Т а б л и ц а  5  

Признак Среднее 
значение 

Среднеквадратичное 
отклонение 

Коэффициент  
парной корреляции 

ТЕМА 6 
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у 12,0 2,0 
1yxr  = 0,52 

х1 4,3 0,5 
2yxr = 0,84 

х2 10,0 1,8 
21xxr = 0,43 

4. Постройте уравнение множественной регрессии и поясните  
экономический смысл его параметров. 

Определите значение коэффициента множественной корреляции. 
Литература: 1–9. 

ТЕМА 7 МОДЕЛИРОВАНИЕ ОДНОМЕРНЫХ ВРЕМЕННЫХ РЯДОВ 
Выбор аддитивной или мультипликативной модели осуществляется на 

основе анализа структуры сезонных колебаний. Если амплитуда сезонных 
колебаний приближенно постоянна, используют аддитивную модель. Если 
амплитуда возрастает или уменьшается, используют мультипликативную 
модель. 

Основная задача эконометрического исследования временнόго ряда – 
выявить каждую из компонент ряда. 

Модели, построенные по данным, характеризующим состояние одного 
объекта в последовательные моменты (периоды) времени, называются мо-
делями временных рядов. 

Временнόй ряд – это совокупность значений какого-либо показателя  
в последовательные моменты или периоды времени. 

1. Как Вы думаете, сколько и каких компонент составляет в сово-
купности временнόй ряд? 

2. Что, на Ваш взгляд, следует понимать под автокорреляцией 
уровней временнόго ряда? Какими показателями она характеризуется? 

3. В чем, по-Вашему, смысл аналитического выравнивания времен-
нόго ряда? 

Имеются следующие статистические данные о величине дохода  
на одного члена семьи и расхода на товар А в России в период 2002–2007 гг. 
(см. табл. 6). 

Т а б л и ц а  6  
Показатель 2002 2003 2004 2005 2006 2007 

Расходы на товар А, 
руб. 

 
30 

 
35 

 
39 

 
44 

 
50 

 
53 

Доход на одного члена 
семьи, % к 2002 г. 

 
100 

 
103 

 
105 

 
109 

 
115 

 
118 

4. Определите ежегодные абсолютные приросты доходов и расхо-
дов. Сделайте выводы о тенденции развития каждого ряда. 

Постройте линейную модель спроса на товар А, используя первые 
разности уровней исходных временных рядов. 
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Постройте линейную модель спроса на товар А, включив в нее 
фактор времени. Интерпретируйте полученные параметры. 

Динамика выпуска продукции Финляндии характеризуется статисти-
ческими данными, представленными в табл. 7. 

Т а б л и ц а  7  

Год Выпуск продукции, 
млн долл. Год Выпуск продукции, 

млн долл. 
1972 1 513 1990 13 617 
1974 1 987 1992 20 037 
1976 2 367 1994 23 298 
1978 3 837 1996 23 080 
1980 5 502 1998 23 446 
1982 7 665 2000 39 573 
1984 11 172 2002 39 200 
1986 14 004 2004 43 100 
1988 12 518 2006 45 320 

5. Проведите расчет параметров линейного и экспоненциального 
уравнений тренда. 

Постройте графики ряда динамики и полученных уравнений 
тренда. 

Выберите наилучший вид тренда на основании графического изо-
бражения и соответствующих значений скорректированного коэф-
фициента детерминации (используйте для расчетов и построения 
графиков табличный редактор Microsoft Excel). 

Литература: 1–5, 7, 9. 

МОДЕЛИРОВАНИЕ ТЕНДЕНЦИИ ВРЕМЕННÓГО РЯДА  
ПРИ НАЛИЧИИ СТРУКТУРНЫХ ИЗМЕНЕНИЙ 

ТЕМА 8 

Экономист, исходя из дополнительных, априорных представлений о 
процессе, его параметрах, определяет целесообразность перехода к кусоч-
но-линейной модели, фиксирует момент или моменты изменения тенден-
ции и смену вида линейной регрессии. 

Структурные изменения в экономике могут вызвать временные изме-
нения характера тенденции временнóго ряда. В этом случае, начиная с не-
которого момента времени t*, происходит изменение характера динамики 
изучаемого статистического показателя, что приводит к изменению пара-
метров тренда, описывающего эту динамику. 

1. Какие функции применяются, на Ваш взгляд, для аналитическо-
го выравнивания временнóго ряда? 

2. Что бы Вы выбрали в качестве критерия отбора наилучшей 
формы тренда? 
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3. В каком случае, по Вашему мнению, целесообразно использовать 
кусочно-линейную модель регрессии для моделирования тенденции вре-
меннóго ряда? 

В табл. 8 приведены сведения об уровне среднегодовых цен на рис из 
Таиланда на рынках Бангкока (американские доллары за метрическую тон-
ну). 

Т а б л и ц а  8  
Год Цена Год Цена Год Цена 
1973 296,6 1983 276,8 1993 265,7 
1975 363,2 1985 217,4 1995 277,6 
1977 272,4 1987 229,8 1997 289,8 
1979 334,3 1989 241,3 1999 301,9 
1981 482,8 1991 253,8 2001 314,3 

4. Проведите расчет параметров кусочно-линейных моделей рег-
рессии и общего линейного уравнения тренда. 

Сделайте выводы о целесообразности моделирования тенденции 
временнóго ряда с использованием кусочно-линейных моделей регрессии. 

В табл. 9 приведены сведения об уровне среднегодовых цен на мировых 
рынках на шерсть из Новой Зеландии (американские центы за килограмм). 

Т а б л и ц а  9  
Год Цена Год Цена Год Цена 
1978 237,5 1988 221,9 1998 248,6 
1980 147,6 1990 234,9 2000 273,4 
1982 256,4 1992 173,1 2002 298,5 
1984 300,4 1994 198,5 2004 323,7 
1986 274,6 1996 223,7 2006 348,3 

5. Насколько целесообразно моделирование тенденции временнóго 
ряда с использованием кусочно-линейных моделей регрессии? 

Проведите расчет параметров кусочно-линейных моделей регрес-
сии (при расчетах параметров кусочно-линейных моделей регрессии 
используйте табличный редактор Microsoft Excel). 

Литература: 1–5, 7–9. 

ТЕМА 9 СИСТЕМЫ ЭКОНОМЕТРИЧЕСКИХ УРАВНЕНИЙ 
Первая из возникающих здесь проблем: можно ли в предложенной 

модели однозначно восстановить значение параметров уравнений или же 
их определение невозможно на основе рассматриваемой модели? Это так 
называемая проблема идентифицируемости.  

Сложные экономические процессы описывают с помощью систем 
взаимосвязанных (одновременных) уравнений. 

Различают несколько видов систем уравнений: 
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• система независимых уравнений – когда каждая зависимая пере-
менная уi рассматривается как функция одного и того же набора 
факторов хj; 

• система рекурсивных уравнений – когда зависимая переменная уi 
одного уравнения выступает в виде фактора в другом уравнении; 

• система взаимозависимых (совместных, одновременных) уравне-
ний (структурная форма модели) – когда одни и те же зависимые 
переменные у1, … , уn в одних уравнениях входят в их левую часть, 
а в других – в правую. 

1. Изучите существующие понятия «эндогенные», «экзогенные»  
и «предопределенные» переменные системы уравнений. В чем их спе-
цифика? 

2. Изучите особенности необходимого и достаточного условий 
идентификации уравнения систем. Раскройте их содержание. 

3. Оцените следующую структурную модель на идентификацию 
уравнений: 

у1 = b13y3 + а11х1 + а13х1 + а13х3, 
у2 = b21у1 + b23y3 + а22х3, 
у3 = b32y2 + а31х1 + а33х3. 

4. Исходя из приведенной формы модели уравнений: 
у1 = 2х1 + 4х2 + 10х3, 
у2 = 3х1 – 6х2 + 2х2, 
у3 = –5х1 + 8х2 + 5х3, 

найдите структурные коэффициенты модели. 
Литература: 1–9. 

ТЕМА 10 ОЦЕНИВАНИЕ ПАРАМЕТРОВ СТРУКТУРНОЙ МОДЕЛИ  
КОСВЕННЫМ МЕТОДОМ НАИМЕНЬШИХ КВАДРАТОВ 

Экономическая модель идентифицируется, если идентифицируются 
структурные уравнения. Таким образом, каждое структурное уравнение 
должно быть проверено на идентифицируемость. Идентификация одного 
уравнения зависит не столько от самого уравнения, сколько от вида струк-
турных уравнений модели. Структурные модели отражают структуру эко-
номической системы, подлежащей исследованию, ее внутренние парамет-
ры, характеристики внешних возмущений. 

Для решения идентифицируемого уравнения системы эконометриче-
ских уравнений применяется косвенный метод наименьших квадратов 
(КМНК). 

Косвенный метод наименьших квадратов состоит в следующем: 
• составляют приведенную форму модели и определяют численные 

значения параметров каждого ее уравнения обычным МНК; 

 

http://slovari.yandex.ru/dict/lopatnikov/article/lop/lop-1489.htm
http://slovari.yandex.ru/dict/lopatnikov/article/lop/lop-1489.htm
http://slovari.yandex.ru/dict/lopatnikov/article/lop/lop-0196.htm


1. Проблемно-тематический курс 17

• путем алгебраических преобразований переходят от приведенной 
формы к уравнениям структурной формы модели, получая тем  
самым численные оценки структурных параметров. 

1. Изучите понятие «приведенная форма модели» и выявите его 
особенности. 

2. Как Вы считаете, какое из определений «структурных коэффи-
циентов модели» наиболее предпочтительно? 

3. В чем, на Ваш взгляд, суть косвенного метода наименьших 
квадратов? 

Имеются статистические данные за 2003–2007 гг. (см. табл. 10), ха-
рактеризующие потребление мяса в Австралии. 

Т а б л и ц а  1 0  

Год 
Годовое потребление 

свинины на душу  
населения, фунты, у1 

Оптовая  
цена за фунт, 

долл., у2 

Доход на душу 
населения,  
долл., х1 

Расходы по  
обработке мяса, 

% к цене, х2 
200

3 
60 5,0 1 300 60 

200
4 

62 4,0 1 300 56 

200
5 

65 4,2 1 500 56 

200
6 

62 5,0 1 600 63 

200
7 

66 3,8 1 800 50 

4. Постройте модель вида: 
у1 = f (у2, х1), 
у2 = f (у1, х2), 

рассчитав соответствующие структурные коэффициенты. 
Имеются статистические данные по пяти регионам Российской Феде-

рации за январь 2005 г. (см. табл. 11). 
Т а б л и ц а  11 

Регион 

Потреби-
тельские 
расходы  
на душу  

населения,  
руб., у1 

Доля денежных  
доходов, направленных 
на прирост сбережений 

во вкладах, займах,  
сертификатах  

и на покупку валюты, 
в общей сумме средне-
душевого денежного 

дохода, %, у2 

Денежные 
доходы  
на душу 

населения, 
руб., х1 

Прожиточ-
ный минимум 

в среднем  
на душу  

населения, 
руб., х2 

Волго-
Вятский 

 
300 

 
5,0 

 
410 

 
300 
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Центрально-
Черноземный 

 
300 

 
6,0 

 
420 

 
310 

Поволжский 400 7,0 530 320 
Центральный 500 8,0 720 350 
Северо-
Западный 

 
600 

 
5,0 

 
640 

 
360 

Среднее  
значение 

 
420 

 
6,2 

 
544 

 
328 

5. Постройте структурную модель вида: 
у1 = b12y2 + а11х1 + ε1, 
у2 = b21у1 + а22х2 + ε2. 

Литература: 2, 5–9. 

ОЦЕНИВАНИЕ ПАРАМЕТРОВ СТРУКТУРНОЙ МОДЕЛИ 
ДВУХШАГОВЫМ И ТРЕХШАГОВЫМ МЕТОДАМИ 
НАИМЕНЬШИХ КВАДРАТОВ 

Выбирая метод оценивания параметров структурной модели, необхо-
димо обосновывать свои заключения. 

Для решения сверхидентифицируемого уравнения системы эконо-
метрических уравнений применяется двухшаговый метод наименьших 
квадратов (ДМНК). 

Трехшаговый метод наименьших квадратов (ТМНК) применяется 
для оценивания параметров всех видов уравнений структурной модели. 
Однако при некоторых ограничениях на параметры более эффективным 
оказывается ДМНК. 

1. Как Вы считаете, в каком случае уравнение системы эконо-
метрических уравнений считается сверхидентифицируемым? 

2. Изучите специфику оценки коэффициентов приведенной формы 
модели. Раскройте содержание этой работы, ее положительные сто-
роны и возможные недостатки. 

3. Изучается модель вида: 
у = а1 + b1 (С + D) + ε1, 
С = а2 + b2y + b3у-1 + ε2, 

где у – валовой национальный доход; 
у-1 – валовой национальный доход предшествующего года; 
С – личное потребление; 
D – конечный спрос (помимо личного потребления); 
ε1 и ε2 – случайные составляющие. 
Информация за девять лет о приростах всех показателей дана в табл. 12. 

Т а б л и ц а  12 
Год D у-1 у С 

1 –6,8 46,7 3,1 7,4 

ТЕМА 11 
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2 22,4 3,1 22,8 30,4 
3 –17,3 22,8 7,8 1,3 
4 12,0 7,8 21,4 8,7 
5 5,9 21,4 17,8 25,8 
6 44,7 17,8 37,2 8,6 
7 23,1 37,2 35,7 30,0 
8 51,2 35,7 46,6 31,4 
9 32,3 46,6 56,0 39,1 
ε 167,5 239,1 248,4 182,7 

Для данной модели была получена система приведенных уравнений: 
у = 8,219 + 0,6688 ·D + 0,2610 · у-1, 
С = 8,636 + 0,3384 ·D + 0,2020 · у-1. 

Проведите идентификацию модели. 
Рассчитайте параметры первого уравнения структурной модели. 
4. Рассматривается следующая модель: 

Ct = a1 + b11Yt + b12Ct-1 + U1 (функция потребления); 
It = a2 + b21rt + b22It-1 + U2 (функция инвестиций); 
rt = a3 + b31Yt + b32Mt + U3 (функция денежного рынка); 
Yt = Ct + It + Gt (тождество дохода), 

где Ct – расходы на потребление в период t; 
Yt – cовокупный доход в период t; 
It – инвестиции в период t; 
rt – процентная ставка в период t; 
Mt – денежная масса в период t; 
Gt – государственные расходы в период t; 
Ct-1 – расходы на потребление в период t– 1; 
It-1 – инвестиции в период t– 1; 
U1, U2, U3 – случайные ошибки. 
Учитывая наличие временных рядов данных по всем переменным 

модели, предложите способ оценки ее параметров. 
Литература: 1–9. 

ТЕМА 12 ПРИМЕНЕНИЕ СИСТЕМ ЭКОНОМЕТРИЧЕСКИХ УРАВНЕНИЙ 
Выбор системы эконометрических уравнений, адекватным образом 

описывающей исследуемую модель, определяется исследователем в зави-
симости от априорных знаний, экономической ситуации и опыта. 

Наиболее широко системы одновременных уравнений используются 
для построения макроэкономических моделей функционирования эконо-
мики той или иной страны. 

Большинство из таких моделей представляют собой мультипликатор-
ные модели кейнсианского типа с той или иной мерой сложности.  
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1. Уточните, что понимается в эконометрике под системой эко-
нометрических уравнений. Раскройте содержание этого понятия, 
имея в виду различные точки зрения по этому поводу.  

2. В чем, на Ваш взгляд, смысл предельной склонности к потреб-
лению, инвестиционного мультипликатора потребления и инвести-
ционного мультипликатора национального дохода? 

3. Как Вы считаете, какой метод может быть применен для  
определения величины структурных коэффициентов в статической 
модели Кейнса? 

4. В статической модели Кейнса b = 0,65. 
Как может быть, с Вашей точки зрения, интерпретирована  

величина этого структурного коэффициента? Сколько рублей инве-
стируется в экономику страны из каждой дополнительной тысячи 
дохода? 

Что расходуется на потребление, если b>1? 
Как может быть интерпретирован параметр в статической мо-

дели Кейнса? 
На какую величину дополнительно увеличится потребление при 

дополнительном вложении в размере 1 тыс. руб.? 
На какую величину увеличится национальный доход при дополни-

тельных инвестициях в экономику страны в размере 1 тыс. руб.  
на длительный срок? 

5. Статическая модель Кейнса описывается системой эконометриче-
ских уравнений: 

С = 8,64 + 0,20у + 0,08, 
у = С + I. 

Постройте систему приведенных уравнений этой модели. 
Определите значения коэффициентов линейной регрессии в приве-

денных уравнениях. 
Литература: 1–5, 7–9. 
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элементу, называется неприводимой. В этом случае отношение эквива-
лентности трансформируется в отношение равенства. 

Под шкалой измерения будем понимать гомоморфизм m неприводимой 
эмпирической системы с отношениями <А; =,(Gi)i∈ I> в числовую систему 
с отношениями <R; =,(Si)i∈ I>. Образы элементов множества А называются 
шкальными значениями. Согласно теореме об определении множества го-
моморфизмов существует целый класс гомоморфизмов из эмпирических 
систем с отношениями в числовую систему с отношениями. Этот класс на-
зывают классом эквивалентных шкал, а все шкалы, принадлежащие этому 
классу, называют эквивалентными. Таким образом, если задана одна шкала 
(один гомоморфизм) m0∈M, для которого известны шкальные значения 
m0(A), то можно указать целый класс допустимых преобразований, опреде-
ляющих новые шкальные значения в классе эквивалентных шкал.  

Практический интерес представляет вопрос о соотношении статистик, 
определенных в различных шкалах. Под статистикой понимается любая 
действительная функция, зависящая только от шкальных значений и не со-
держащая других переменных в качестве параметров. Если имеется мно-
жество шкальных значений m(a1)=x1, m(a2)=x2,…,m(an)=xn, то статистикой 
будет любая действительная функция f(x1,x2,…,xn). Так, статистиками яв-
ляются среднее, медиана, дисперсия. 

Пусть f(m(a1),m(a2),…,m(an)) – значение некоторой статистики в шкале 
m, а f(γ·m(a1),γ·m(a2),…,γ·m(an)) – значение той же статистики, полученное 
для преобразованных шкальных значений. Если значение статистики не 
зависит от выбора одной из эквивалентных шкал, то такая статистика назы-
вается инвариантной. Число инвариантных статистик весьма ограниченно. 
Поэтому требования к статистикам с точки зрения их зависимости от вы-
бора шкалы m могут быть снижены до функциональной зависимости, т.е. 
значения статистики f(m(a1),m(a2),…,m(an)) должны быть функционально 
связаны с f(γ·m(a1),γ·m(a2),…,γ·m(an)), γ∈ГR(m(A)), причем преобразование f 
должно определяться преобразованием шкальных значений γ. Подобные 
статистики называют адекватными. Ясно, что, если статистикой является 
одно из шкальных значений (например, мода или медиана), такая стати-
стика является адекватной для рассматриваемой шкалы, поскольку в этом 
случае преобразование статистики и шкальное значение совпадают. 

Шкала наименований (номинальная шкала). Пусть задана простейшая 
система с отношениями <А;≈>, в которой единственным отношением яв-
ляется отношение эквивалентности. Разобьем все множество А на классы 
эквивалентности. Множество классов эквивалентности обозначим A~ . Сис-
тема с отношениями < A~ ;=> будет неприводимой.  

Гомоморфизм неприводимой системы с отношениями < A~ ; => в чи-
словую систему с отношениями <R; => называется шкалой наименований 
(классификации, номинальной). Шкальные значения в этой шкале играют 
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роль названий или числовых меток, которые присваиваются классам экви-
валентности. Шкала наименований минимально информативна, она дает 
информацию лишь о равенстве классов из A~  либо об эквивалентности 
элементов из А. В качестве примера шкалы наименований приведем раз-
биение студентов на учебные группы. Все студенты одной группы связаны 
отношением эквивалентности, и все они идентифицируются номером 
группы. 

Поскольку каждый класс эквивалентности можно обозначить любым 
числом, отличающимся от обозначения других классов, то допустимыми 
преобразованиями ГR( A~ ) шкалы наименований являются любые взаимно-
однозначные отображения. 

Шкала порядков. Гомоморфизм m неприводимой системы с отноше-
ниями <А;=,<> в числовую систему <А;=,<> называется шкалой порядков. 
Значения в этой шкале связаны не только отношением равенства, но и 
строгим порядком, что обеспечивает ее бóльшую информативность в срав-
нении со шкалой наименований. Если система с отношениями является 
приводимой, т.е. содержит отношения эквивалентности, то, как и в шкале 
наименований, она образует неприводимую систему, выделяя классы экви-
валентности. 

Допустимое преобразование для шкалы порядков – монотонно воз-
растающее. Действительно, если шкальные значения связаны отношением 
строгого порядка m(a1)<m(a2)<…<m(an), то после преобразования γ·m(a), 
где γ – монотонно возрастающее преобразование, отношение строгого по-
рядка сохраняется. В качестве примера можно привести измерение знаний 
студентов на экзамене с помощью оценок – 5, 4, 3, 2. 

Шкала интервалов. Из рассмотрения шкал наименований и порядка 
видно, что чем больше отношений Gi в системе с отношениями, тем  
у́же класс эквивалентных шкал (у́же класс допустимых преобразований). 
Поэтому шкалу наименований можно определить как шкалу, определен-
ную с точностью до любых взаимно-однозначных отображений, а шкалу  
порядков – как шкалу, единственную до монотонно возрастающих отобра-
жений. По аналогии определим шкалу интервалов как шкалу, единствен-
ную до положительных линейных преобразований. Таким образом, класс 
эквивалентных шкал интервалов образуют все шкалы, связанные линей-
ным преобразованием: m2(a) = αm1(a)+β, где α – любое положительное 
число, а β – любое действительное число (γ=αm(a)+β). Будем называть α 
коэффициентом растяжения (сжатия) шкалы, β – коэффициентом сдвига. 

Преобразование одной интервальной шкалы в другую означает выбор 
другой точки отсчета (нуля шкалы – при m1(a)=0 m2(a)=β) и выбор другой 
единицы масштаба α. Примеры шкал интервалов – температурные шкалы 
(Цельсия, Фаренгейта), шкалы летоисчисления. 

Подробнее см.: 1, 3, 4. 

 



Эконометрика 26

ТЕМА 2 ПАРНАЯ РЕГРЕССИЯ В ЭКОНОМИЧЕСКИХ ИССЛЕДОВАНИЯХ 
Основные вопросы темы 
1. Уравнения парной регрессии. Аналитический метод выбора типа урав-

нения парной регрессии. Оценка типичности параметров уравнения парной 
регрессии. Построение регрессионной модели. 

2. Линейная регрессионная модель. Оценивание параметров линейной рег-
рессии. Оценивание качества подбора линейной функции. 

3. Коэффициент детерминации. 
4. Оценка существенности параметров линейной регрессии. 
5. Линейный коэффициент корреляции. 
6. Дисперсионный анализ результатов регрессии. 
7. Гетероскедастичность и автокоррелированность остатков. Интервал прог- 

ноза по линейному уравнению регрессии. 
1. Регрессия представляет собой зависимость среднего значения  

какой-либо величины от некоторой другой величины или от нескольких 
величин. В отличие от функциональной зависимости, когда каждому зна-
чению независимой переменной х соответствует одно определенное значе-
ние величины y, при регрессионной связи одному и тому же значению х 
могут соответствовать в зависимости от случая различные значения вели-
чины y. 

В зависимости от количества факторов, включенных в уравнение 
регрессии, принято различать простую (парную) и множественную рег-
рессии. 

Простая регрессия представляет собой регрессию между двумя пере-
менными – y и x, т.е. модель вида:  (2.1) ),(ˆ xfу =
где y – зависимая переменная (результативный признак); x – независимая 
или объясняющая переменная  (признак – фактор, или регрессор). 

Из всего круга факторов, влияющих на результативный признак, необ-
ходимо выделить наиболее существенно влияющие факторы. Парная рег-
рессия достаточна, если имеется доминирующий фактор, который и ис-
пользуется в качестве объясняющей переменной. Например, выдвигается 
гипотеза о том, что величина спроса y на товар находится в обратной зави-
симости от цены x, т.е. .ˆ xbay x ⋅−=  

Уравнение простой регрессии характеризует связь между двумя пере-
менными, которая проявляется как закономерность лишь в среднем по со-
вокупности наблюдений. (Например, если зависимость спроса y от цены 
x: ху ⋅−= 25000  означает, что с ростом цены на 1 д.е. спрос в среднем 
уменьшается на 2 д.е.) 

В уравнении регрессии корреляционная по сути связь признаков пред-
ставляется в виде функциональной связи. В каждом отдельном случае ве-
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личина y складывается из двух слагаемых: jxj j
yy ε+= ˆ , где фактическое 

значение результативного признака; – значение признака, найденное из 
математической функции связи y и x, т.е. из уравнения регрессии; 

−jy

jxŷ

jε  – 
случайная величина, характеризующая отклонение реального значения 
признака от найденного по уравнению регрессии. 

Случайная величина ε называется также возмущением. Она включает 
влияние не учтенных в модели факторов, случайных ошибок и особенно-
стей измерения. Ее порождают три источника: спецификация модели,  
выборочный характер исходных данных и ошибки измерения. 

Например, зависимость спроса от цены точнее следует записывать 
так: ε+⋅−= xy 25000 . 

В данном случае слева записано просто y, что означает фактическое 
значение, а не , отвечающее значению, рассчитанному по уравнению 
регрессии. 

ŷ

Ошибки спецификации. Это прежде всего неправильно выбранная 
форма модели. В частности, зависимость спроса от цены может быть вы-
ражена линейно xbayx ⋅−=ˆ , но возможны и другие соотношения, например: 

,  ˆ bаху −= ,ˆ
x
bау +=   .1ˆ

bxа
у

+
=      

Ошибки спецификации тем меньше, чем в большей мере теоретиче-
ские значения признака приближаются к фактическим данным y. 

К ошибкам спецификации относится также недоучет какого-либо  
существенного фактора в уравнении регрессии, т.е. использование парной 
регрессии вместо множественной. Например, спрос на конкретный товар 
может определяться не только ценой, но и доходом на душу населения. 

Ошибки выборки. Исследователь при установлении связи между при-
знаками имеет дело с выборочными данными. При изучении экономиче-
ских процессов данные в исходной совокупности часто являются неодно-
родными. В этом случае уравнение регрессии не имеет практического 
смысла. Поэтому для получения хорошего результата из выборки исклю-
чают единицы с аномальными значениями исследуемых признаков. 

 
 

y 
 
 
 
 
 

y 

  2ˆ cxbxay ++=y bxa +=ˆ
xx
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Для общей СКО требуется (n-1) независимых отклонений, так как 
∑ =− ,0)( yy  что позволяет свободно варьировать (n-1) значений, а пос- 
леднее n-е отклонение определяется из общей суммы, равной нулю.  
Поэтому  .1общ. −= ndf

Факторную СКО можно выразить так: 
( ) ( ) ( )[ ]
( ) ( ) .

ˆ
222

22

∑ ∑
∑ ∑

−=−=

=+−+=−

xxbxbbx

xbabxayy x  

Эта СКО зависит только от одного параметра b, поскольку выражение 
под знаком суммы к значениям результативного признака не относится. 
Следовательно, факторная СКО имеет одну степень свободы и  .1факт. =df

Для определения  воспользуемся аналогией с балансовым ра-
венством. Так же, как и в балансовом равенстве, можно записать равенство 
и между числами степеней свободы: 

остат.df

остат.факт.общ. dfdfdf +=     
Таким образом, можем записать: ( ) ( )211 −+=− nn . 
Из этого баланса определяем, что  = n – 2. остат.df
Разделив каждую СКО на свое число степеней свободы, получим 

средний квадрат отклонений, или дисперсию на одну степень свободы: 
( ) ;

1

2

общ. −
−

= ∑
n

yyD  

( ) ;
1

ˆ 2

факт.
∑ −

=
yyD x  

( ) .
2
ˆ 2

ост. −
−

= ∑
n

yyD x  

Сопоставляя факторную и остаточную дисперсии в расчете на одну 
степень свободы, получим F -критерий для проверки нулевой гипотезы, 
которая в данном случае записывается как ост.факт.0 : DDH =   

ост.

факт.

D
D

F =  

Если  справедлива, то дисперсии не отличаются друг от друга. Для 
 необходимо опровержение, чтобы факторная дисперсия превышала ос-

таточную в несколько раз. Английским статистиком Дж.У. Снедекором 
разработаны таблицы критических значений F при разных уровнях суще-
ственности  и различных числах степеней свободы. Табличное значение 
F-критерия – это максимальная величина отношения дисперсий, которая 
может иметь место при случайном их расхождении для данного уровня ве-
роятности наличия нулевой гипотезы. При нахождении табличного значе-
ния F-критерия задаются уровень значимости (обычно 0,05 или 0,01) и две 
степени свободы – числителя (она равна единице) и знаменателя, равной n-2. 

0H
0H

0H
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Вычисленное значение F признается достоверным (отличным от еди-

ницы), если оно больше табличного, т.е. Fфакт.>Fтабл.(α;1;n-2). В этом случае 
 отклоняется и делается вывод о существенности превышения Dфакт. над 

Dостат., т.е. о существенности статистической связи между y и x. 
0H

Если , то вероятность  выше заданного уровня (напри-
мер, 0,05) и эта гипотеза не может быть отклонена без серьезного риска сде-
лать неправильный вывод о наличии связи между y и x. Уравнение регрес-
сии считается статистически незначимым,  не отклоняется. 

табл.факт. FF < 0H

0H
Величина F-критерия связана с коэффициентом детерминации:  

( .2
1 2

2

−⋅
−

= n )
r

rF  (2.5) 

В линейной регрессии обычно оценивается значимость не только 
уравнения в целом, но и отдельных его параметров. 

Стандартная ошибка коэффициента регрессии определяется по фор-
муле: 

( ) ( )
( ) ( )

,
2/ˆ

2

2

2

2
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xx

S
xx
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где 2S  – остаточная дисперсия на одну степень свободы (то же, что и 
Dостат.). 

Величина стандартной ошибки совместно с t-распределением Стью-
дента при n-2 степенях свободы применяется для проверки существен-
ности коэффициента регрессии и для расчета его доверительных интер- 
валов. 

Величина коэффициента регрессии сравнивается с его стандартной 

ошибкой; определяется фактическое значение t-критерия Стьюдента 
b

b m
bt = , 

которое затем сравнивается с табличным значением при определенном уровне 
значимости α и числе степеней свободы (n-2). Здесь проверяется нулевая 
гипотеза в виде Н0:b=0, также предполагающая несущественность стати-
стической связи между y и х, но только учитывающая значение b, а не со-
отношение между факторной и остаточной дисперсиями в общем балансе 
дисперсии результативного признака. Однако общий смысл гипотез один  
и тот же: проверка наличия статистической связи между y и х или ее отсут-
ствия. 

Если tb>tтабл.(α;n-2), то гипотеза Н0:b=0 должна быть отклонена, а ста-
тистическая связь y с х считается установленной. В случае tb<tтабл.(α;n-2) 
нулевая гипотеза не может быть отклонена и влияние х на y признается не-
существенным. 

Отсюда следует, что . Ftb =2
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5. При линейной регрессии в качестве показателя тесноты связи вы-
ступает линейный коэффициент корреляции r: 

.),cov(

yxyxy

x xyyxyxbr
σσσσσ

σ
⋅
⋅−

===  

Его значения находятся в границах: 10 ≤< r . Если b > 0, то ,10 ≤≤r  при  
b< 0, 01 <≤− r . По данным примера 991,0=r , что означает очень тесную  
зависимость затрат на производство от величины объема выпускаемой 
продукции. 

Для оценки качества подбора линейной функции рассчитывается коэф-
фициент детерминации как квадрат линейного коэффициента корреляции 
r2. Он характеризует долю дисперсии результативного признака y, объяс-
няемую регрессией, в общей дисперсии результативного признака: 

2
.общ

2
.объясн2

у

yr
σ
σ

= . 

Величина 21 r−  характеризует долю дисперсии y, вызванную влиянием 
остальных, не учтенных в модели факторов. 

Процедура проверки значимости линейного коэффициента корреляции 
отличается от процедур, приведенных выше. Это объясняется тем, что r 
как случайная величина распределена по нормальному закону лишь при 
большом числе наблюдений и малых значениях |r|. В этом случае гипотеза 
об отсутствии корреляционной связи между y и х H0:r=0 проверяется на 
основе статистики 

;2
1 2

−
−

= n
r

rtr
     

которая при справедливости H0 приблизительно распределена по закону 
Стьюдента с (n-2) степенями свободы. Если ( )2;табл. −> nttr α , то гипотеза H0 
отвергается с вероятностью ошибиться, не превышающей α. Из (2.5) вид-
но, что в парной линейной регрессии Ftr =

2 . Кроме того, , поэтому 
. Таким образом, проверка гипотез о значимости коэффициентов рег-

рессии и корреляции равносильна проверке гипотезы о существенности 
линейного уравнения регрессии. 

Ftb =
2

22
br tt =

Однако при малых выборках и значениях r, близких к ±1, следует учи-
тывать, что распределение r как случайной величины отличается от нор-
мального и построение доверительных интервалов для r не может быть 
выполнено стандартным способом. В этом случае вообще легко прийти к 
противоречию, заключающемуся в том, что доверительный интервал будет 
содержать значения, превышающие единицу. 

Чтобы обойти это затруднение, используется так называемое z-
преобразование Фишера: r

rz
−
+

=
1
1ln

2
1 , которое дает нормально распреде-
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ленную величину z, значения которой при изменении r от –1 до +1 изме-
няются от -∞ до +∞. Стандартная ошибка этой величины равна: 

.
3

1
−

=
n

m z
 

Для величины z имеются таблицы, в которых приведены ее значения 
для соответствующих значений r. 

Для z выдвигается нуль-гипотеза H0:z=0, состоящая в том, что корре-

ляция отсутствует. В этом случае значение статистики  
z

z m
zt = , которая рас-

пределена по закону Стьюдента с (n-2) степенями свободы, не превышает 
табличного на соответствующем уровне значимости. 

Для каждого значения z можно вычислить критические значения r. 
Таблицы критических значений r разработаны для уровней значимости 
0,05 и 0,01 и соответствующего числа степеней свободы. Если вычисленное 
значение r превышает по абсолютной величине табличное, то данное зна-
чение r считается существенным. В противном случае фактическое значение 
несущественно. 

6. Задача дисперсионного анализа состоит в анализе дисперсии зави-
симой переменной. Долю дисперсии, объясняемую регрессией, в общей 
дисперсии результативного признака  характеризует коэффициент (ин-

декс) детерминации 

у

2R :
∑
∑

−

−
= 2

2
2

)(
)(

yy
yy

R
)

. 

Коэффициент детерминации – квадрат коэффициента корреляции в 
случае линейной регрессии. 

Для оценки статистической значимости коэффициентов регрессии и 
корреляции рассчитываются t -критерий Стьюдента и доверительные ин-
тервалы каждого из показателей. Выдвигается гипотеза  о случайной 
природе показателей, т.е. о незначимом их отличии от нуля. Оценка зна-
чимости коэффициентов регрессии и корреляции с помощью 

0H

t -критерия 
Стьюдента проводится путем сопоставления их значений с величиной слу-

чайной ошибки: 
r

r
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a
b

b m
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m
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m
bt === ;; . 

Случайные ошибки параметров линейной регрессии и коэффициента 
корреляции определяются по формулам: 
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Сравнивая фактическое и критическое (табличное) значения t -
статистики –  и  – принимаем или отвергаем гипотезу . табл.t факт.t 0H

Связь между F -критерием Фишера и t -статистикой Стьюдента выра-
жается равенством Ftt br == 22 . 
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Если , то  отклоняется, т.е.  не случайно отличают-
ся от нуля и сформировались под влиянием систематически действующего 
фактора 

факт.табл. tt < 0H xyrbа ,,

х . Если , то гипотеза не отклоняется и признается 
случайная природа формирования . 

факт.табл. tt > 0H

xyrbа ,,

7. Одной из ключевых предпосылок МНК является условие постоян-
ства дисперсий случайных отклонений для любых наблюдений. Выполни-
мость данной предпосылки называется гомоскедастичностью; невыпол-
нимость данной предпосылки называется гетероскедастичностью. 

В качестве примера реальной гетероскедастичности можно сказать, 
что люди с большим доходом не только тратят в среднем больше, чем люди с 
меньшим доходом, но и разброс в их потреблении также больше, поскольку 
они имеют больше простора для распределения дохода. 

При гетероскедастичности последствия применения МНК будут сле-
дующими: 

• оценки параметров останутся по-прежнему несмещенными и ли-
нейными; 

• оценки не будут эффективными, т.е. не будут иметь наименьшую 
дисперсию по сравнению с другими оценками данного параметра. 
Они не будут даже асимптотически эффективными. Увеличение 
дисперсии оценок снижает вероятность получения максимально 
точных оценок; 

• дисперсии оценок параметров будут рассчитываться со смещением; 
• все выводы, получаемые на основе соответствующих t- и F-

статистик, а также интервальные оценки будут ненадежными. Вполне 
вероятно, что стандартные ошибки коэффициентов будут заниже-
ны, а t-статистики завышены. Это может привести к признанию 
статистически значимыми коэффициентов, которые таковыми на 
самом деле не являются. 

В ряде случаев, зная характер исходных данных, можно предвидеть 
гетероскедастичность и попытаться устранить ее еще на стадии специфи-
кации. Однако значительно чаще эту проблему приходится решать после 
построения уравнения регрессии. 

Графическое построение отклонений от эмпирического уравнения 
регрессии позволяет визуально определить наличие гетероскедастичности. 
В этом случае по оси абсцисс откладывают значения объясняющей пере-
менной xi (для парной регрессии) либо линейную комбинацию объясняю-
щих переменных: 

nixbxbay ippii ,1,...ˆ 11 =+++=  (для множественной регрессии), а по оси 

ординат либо отклонения ei, либо их квадраты niei ,1,2 = . 
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Если все отклонения  находятся внутри горизонтальной полосы по-
стоянной ширины, это говорит о независимости дисперсий  от значений 
объясняющей переменной и выполнимости условия гомоскедастичности. 

2
ie

2
ie

В других случаях наблюдаются систематические изменения в соот-
ношениях между значениями  и квадратами отклонений . iŷ 2

ie
Такие ситуации отражают большую вероятность наличия гетероскеда-

стичности для рассматриваемых статистических данных. 
Важной предпосылкой построения качественной регрессионной моде-

ли по МНК является независимость значений случайных отклонений iε  от 
значений отклонений во всех других наблюдениях. Отсутствие зависимости 
гарантирует отсутствие коррелированности между любыми отклонениями, 
т.е. ( ) jiji ≠εε ,cov  и, в частности, между соседними отклонениями 

( )( )0,cov 1 =− ii εε . 
Автокорреляция (последовательная корреляция) остатков определя-

ется как корреляция между соседними значениями случайных отклонений 
во времени (временные ряды) или в пространстве (перекрестные данные). 
Она обычно встречается во временных рядах и очень редко – в простран-
ственных данных. В экономических задачах значительно чаще встречается 
положительная автокорреляция ( )( )0,cov 1 >− ii εε , чем отрицательная авто-
корреляция ( )( )0,cov 1 <− ii εε . 

Чаще всего положительная автокорреляция вызывается направленным 
постоянным воздействием некоторых не учтенных в регрессии факторов. 
Например, при исследовании спроса у на прохладительные напитки в зави-
симости от дохода х на трендовую зависимость накладываются изменения 
спроса в летние и зимние периоды. Аналогичная картина может иметь место 
в макроэкономическом анализе с учетом циклов деловой активности. 

Отрицательная автокорреляция фактически означает, что за положи-
тельным отклонением следует отрицательное, и наоборот (см. рис. 2.3). 
Такая ситуация может иметь место, если ту же зависимость между спросом 
на прохладительные напитки и доходами рассматривать не ежемесячно, а 
раз в сезон (зима – лето). 

 y 
 
 
 
 
 
 

Рис. 2.3. Отрицательная автокорреляция 
x 
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Применение МНК к данным, имеющим автокорреляцию в остатках, 
приводит к таким последствиям: 

• оценки параметров, оставаясь линейными и несмещенными, пере-
стают быть эффективными. Они перестают быть наилучшими  
линейными несмещенными оценками; 

• дисперсии оценок являются смещенными. Часто дисперсии, вы-
числяемые по стандартным формулам, являются заниженными, что 
влечет за собой увеличение t-статистик. Это может привести к при-
знанию статистически значимыми факторов, которые в действи-
тельности таковыми не являются; 

• оценка дисперсии регрессии является смещенной оценкой истин-
ного значения σ2, во многих случаях занижая его; 

• выводы по t- и F-статистикам, возможно, будут неверными, что 
ухудшает прогнозные качества модели; 

• прогнозирование по уравнению регрессии представляет собой под-
становку в уравнение регрессии соответственного значения х.  
Такой прогноз ŷ  называется точечным. Он не является точным,  
поэтому дополняется расчетом стандартной ошибки ŷ ; получается 
интервальная оценка прогнозного значения ∗y : 

.ˆˆ табл.ˆтабл.ˆ tmyytmy yy ⋅+≤≤⋅− ∗  
Преобразуем уравнение регрессии: 

( ) ( )xxbybxxbybxayx −+=+−=+=ˆ , 
ошибка  зависит от ошибки 

xym ˆ y  и ошибки коэффициента регрессии  т.е. ,b

.)( 2222
ˆ xxmmm byyx

−+=  
Из теории выборки известно, что .

2
2

n
m y
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=  

Используем в качестве оценки 2σ  остаточную дисперсию на одну сте-

пень свободы  получаем: ,2S
n

Smy

2
2 = . 

Ошибка коэффициента регрессии: .
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Таким образом, при  получаем: кxx =
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Как видно из формулы, величина  достигает минимума при ym ˆ хxк =   
и возрастает по мере удаления  от кх х  в любом направлении. 
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Рис. 2.4. Доверительный интервал линии регрессии 

Мы рассмотрели доверительные интервалы для среднего з ачения у  
при заданном х  (см. рис. 2.4). днако фактические значения у  варьиру-
ются около среднего значения ,у̂  они могут отклоняться на величину слу-
чайной ошибки ε, дисперсия которой оценивается как остаточная диспер-
сия на одну степень свободы .2S  Поэтому ошибка прогноза отдельного 
значения у  должна включать не только стандартную ошибку ym ˆ , но и 
случайную ошибку S. Таким об м, средняя ошибка прогноза индивиду
ального з ачения состав

разо  -
н  у  ит:  
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Подробнее см

ННЫЕ МОДЕЛИ С ПЕРЕМЕННОЙ СТРУКТУРОЙ 

ки МНК. 

лда–Квандта. Проверка линейной регрессии на гетероскедастич-
но

.: 1–8. 

ТЕМА 3 РЕГРЕССИО

Основные вопросы темы 
1. Фиктивные (структурные) переменные. 
2. Введение фиктивных переменных в линейную регрессионную модель. 
3. Оценка параметров уравнения регрессионной модели с фиктивными  

переменными методом наименьших квадратов. Предпосыл
Свойства оценок параметров регрессии, полученные по МНК. 

4. Гомоскедастичность и гетероскедастичность дисперсии остатков. Метод 
Голдфе

сть. 
1. В регрессионных моделях наряду с количественными переменными 

часто используются качественные переменные, которые выражаются в виде 
фиктивных (искусственных) переменных, отражающих два противопо-
ложных состояния качественного фактора. Например, D=0, если потреби-
тель не имеет высшего образования; D=1, если потребитель имеет высшее 
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обра

онном анализе рассматриваются также модели,  
соде

 модели, содержащие лишь качественные объясняю-
щие 

зование. Переменная D называется фиктивной, или двоичной пере-
менной, а также индикатором.  

Таким образом, кроме моделей, содержащих только количественные 
переменные, в регресси

ржащие лишь качественные переменные (обозначаемые Di) либо те  
и другие одновременно. 

Регрессионные
переменные, называются ANOVA-моделями (моделями дисперсион-

ного анализа). 
Например, зависимость начальной заработной платы от образования 

может быть записана так: egDay ++= , 
где D=0, если претендент на рабочее место не имеет высшего образования, 
D=1, если имеет. Т и высшего образо ания начальная 
зара

огда при отсутстви в
ботная плата равна: 

,0ˆ agay =⋅+=  а при его наличии .1ˆ gagay +=⋅+=  
При этом параметр а определяет среднюю начальную заработную 

плату при отсутствии высшего образования. Коэффициент g показывает, 
на какую величину отличаются средние начальные заработные платы при 
наличии и при отсутствии высшего образования у претендента. Проверяя 
статистическую значимость коэффициента g с помощью t-статистики, 
мож

.
е как количественные, так и каче-

стве

Сначала рассмотри ой платы сотрудника 
фирм зависимости от ка D: 

     
где 

−мужчинасотрудникесли,1
ин ожидаемое значение заработной платы будет: 

но определить, влияет или нет наличие высшего образования на на-
чальную заработную плату. 

Нетрудно заметить, что ANOVA-модели представляют собой кусоч-
но-постоянные функции  Такие модели в экономике крайне редки. Гораздо 
чаще встречаются модели, содержащи

нные переменные. Такие модели называются ANCOVA-моделями  
(моделями ковариационного анализа). 

м простую модель заработн
 стажа работы х и пола сотрудниы в 

,egDbxay +++=

⎩
⎨
⎧ −

=
женщинасотрудникесли,0

D . 

Тогда для женщ
,ˆ bxay +=  

а для мужчин:  
( ) .ˆ bxgagbxay ++=++=  

Эти зависимости являются линейными относительно стажа работы х  
и различаются только величиной свободного члена. Если коэффициент g 
является статистически значимым, то можно сделать вывод, что в фирме 
имеет место дискриминация в заработной плате по половому признаку. 
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При >0 она будет в пол  мужчин, при g<0 – в пользу женщин. На графике 
(см. с. 3.1) такие зависимости изображаются параллельными прямыми. 

 
 

вило

бозначения уровня 
экономического развития страны (развитая, развивающаяся страна с пере-
ходной экономикой) можно использовать обозначения: 

тивных переменных можно изменять на 
прот

 свободным 
член

ия. Тогда возможны все комбинации значений различных каче-

g ьзу
ри
 

x 0

y 
 
 a+g 

 
a 

Рис. 3.1. Линии регрессии: с учетом фиктивной переменной и без нее  
(изменение свободного члена) 

В случае, когда качественная переменная принимает не два, а большее 
число значений, может возникнуть ситуация, которая называется ловуш-
кой фиктивной переменной. Она возникает, когда для моделирования  
k-значений качественного признака используется ровно k бинарных (фик-
тивных) переменных. В этом случае одна из таких переменных линейно 
выражается через все остальные и матрица значений переменных стано-
вится вырожденной. Тогда исследователь попадает в ситуацию совершен-
ной мультиколлинеарности. Избежать подобной ловушки позволяет пра-

: если качественная переменная имеет k альтернативных значений, 
то при моделировании используется только (k-1) фиктивных переменных. 

Например, если качественная переменная имеет три уровня, то для 
моделирования достаточно двух фиктивных переменных D1 и D2. Тогда 
для обозначения третьего уровня достаточно принять, скажем, обе пере-
менные равными нулю: D1=D2=0. В частности, для о

⎩
⎨
⎧

=
развитаястрана1,

развитойявляетсянестрана0,
1D  

⎩
⎨
⎧

=
яся.развивающастрана1,

йсяразвивающеявляетсянестрана0,
2D  

Тогда D1=D2=0 означает страну с переходной экономикой. Нулевой 
уровень качественной переменной называется базовым или сравнительным. 

Кроме того, значения фик
ивоположные. Суть модели от этого не изменится. Изменится только 

знак коэффициента g в модели. 
Коэффициент g в модели называется дифференциальным
ом, так как он показывает, на какую величину изменится свободный 

член модели при изменении значения фиктивной переменной. 
Возможны модели, в которых используется несколько фиктивных пе-

ременных, не связанных между собой по смыслу. Например, переменная 
D1 означает пол работника, а D2 – наличие или отсутствие у него высшего 
образован
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стве

жное число сочетаний 
их з

и изменении институциональных условий, введении новых 
правовых или налоговых ограничений. Тогда зависимость может быть  
выражена так: 

нных переменных, в которых регрессии отличаются лишь свободными 
членами. 

Подобные схемы можно распространить на произвольное число коли-
чественных или качественных факторов. При этом не следует забывать, 
что если качественный фактор имеет k альтернативных состояний, то для 
его описания можно использовать только k различных сочетаний значений 
(k-1) фиктивных переменных. Например, если качественная переменная 
имеет четыре уровня, то для ее описания следует использовать три фик-
тивные (бинарные) переменные. Максимально возмо

начений равно восьми (два в третьей степени), однако в регрессии 
можно реально использовать только четыре из них. 

Влияние качественного фактора может сказываться не только на зна-
чении свободного члена, но и на угловом коэффициенте линейной регрес-
сионной модели. Обычно это характерно для временных рядов экономиче-
ских данных пр

,21 eDxgDgbxay ++++=    
где 

В этой ситуации ожидаемое начение зависимой переменной опреде-
ляется следующим : 

⎩
⎨
⎧

=
усизмененияпосле1,

условийизменениядо0,
D  

ловий.
з

образом

( ) ( ) 1        ,ˆ
0                           ,ˆ

21 =+++=
=+=

Dxgbgay
Dbxay  

Коэффициенты g1 и g2 называются соответственно дифференциаль-
ным свободным членом и дифференциальным угловым коэффициентом. 
Фиктивная переменная разбивает зависимость на  части – до и после 
внесения изменений сл

 две
в у овия ее действия. 

 
 

  
 
 
 
 
 
 

3у 

2

Рис. 3.2. Применение фиктивных переменных в линии регрессии  
(изменение углового коэффициента линии) 

1 
х*
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О

  
из-за

латы от различных факторов пытаются выяснить, влияет 
ли на размер зарплаты, и если 
высш о  (без учета уровня образова-
ния) 

бщая зависимость имеет вид кусочно-линейной функции, а измене-
ния условий отображаются изменением угла наклона прямой к оси абсцисс 
(см. рис. 3.2). 

2. Наряду с количественными переменными в правой части уравне-
ния регрессии могут присутствовать и качественные переменные. Напри-
мер, в исследовании зависимости уровня заработной платы в качестве  
таких переменных могут выступать: пол (мужской, женский), уровень  
образования (начальное, среднее, высшее). Можно было бы сгруппировать 
выборку, обеспечив в пределах подвыборки неизменность значений каче-
ственных переменных (подвыборка 1: мужчины с начальным уровнем  
образования, подвыборка 2: женщины с начальным уровнем образования, 
… подвыборка 6: женщины с высшим образованием), а затем построить 
регрессии для каждой подвыборки. Подобный подход хотя и возможен, 
однако не является эффективным, так как связан с потерей информации

 уменьшения объема выборки. За счет введения бинарных, булевых 
переменных оказывается возможным оценивать одно уравнение по всей 
выборке сразу. В литературе эти переменные часто называют фиктивными. 

Как это делается, проиллюстрируем на примерах. При исследовании 
зависимости зарп

да, то в какой степени, наличие у работника 
его бразования. Первоначальная модель
имела вид: 

,,,2,1,)('~ Niuxfay iii K=+=  (3.1) 
где iy~  – размер за латы i -го работника. 
Теперь в модел обходимо включить такой качественный фактор, 

как наличие или отсутстви

рп  
ь не

е высшего образования. Введем новую перемен-
ную z, полагая, что 1=iz , если в м
шее 

i -  наблюдении индивидуум имеет выс-
образование, и 0=iz  в противном случае. Уравнение регрессии теперь 

специфицируется в виде:  
,,,)(' ,2,1~ Niuzbxfay iiii K++=  (3.2) 

где b – коэффициент регрессии при новой переменной z. Иными сло-
вами, ожидаемая зарплата для лиц без высшего образования составляет 

( )xfa′ , а при его наличии – 

=

( )xfa′  + b. Величину b можно интерпретировать 
как 

бази

среднее изменение зарплаты при переходе из одной категории (без 
высшего образования) в другую (с высшим образованием) при неизменных 
значениях остальных факторов. 

К уравнению (3.2) применяют МНК (при этом в матрице значений  
сных функций появится дополнительный столбец, отвечающий пере-
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менной z) и получают оценки a и b. Тестируя гипотезу b=0, п оверяют 
предположение о несущественном различии в зарплате между категориями.   

Если кач н

р

ествен ая переменная имеет несколько (для определенности m) 
значен напри-
мер, с е м 

ий (уровней), то вводят m-1 бинарную переменную. Пусть, 
ty~троится функция спроса на с зонный товар. Обозначи – объем 

спроса с арные 
пере

я летним, 

в месяц t. Для выявления эффекта езонности введем три бин
менные 321 ,, zzz : 

tz1 =1, если месяц t является зимним, tz1 =0 в остальных случаях; 
tz2 =1, если месяц t – весенний, tz2 =0 в остальных случаях; 

tz 3 =1, если месяц t являетс =0 в остальных случаях. 
Уравнение регрессии ищется в виде ttttt uzazazaay ++++= 3322110

tz3
~ . (3.3) 

Обратим внимание на то, что четвертая бинарная переменная 4z , отве-
чающая осенним месяцам, вводиться не должна. Иначе для любого t  
выпо

о означало
н з

дние

ев

лнялось бы соотношение 14321 =+++ tttt zzzz , т.е. сумма последних четырех 
столбцов матрицы значений равнялась бы первому столбцу, отвечающему 
свободному члену. Эт  бы линейную зависимость и, как следст-
вие, ево можность получить МНК-оценку. 

Вычисленные оценки коэффициентов а1, а2, а3 показывают сре  
сезонные отклонения в объеме спроса по отношению к осенним месяцам 
(для осенних месяц  0321 === zzz ). Тестируя гипотезу о значимости, напри-
мер 2b  ( 2b =0), мы проверяем предположение о несущественном различии  
в объемах спроса между осенними и весенними сезонами; гипотеза 21 bb =  
эквивалентна предположению об отсутствии различия в спросе между вес-
ной и зимой и т.д. 

В рассмотренных примерах качественные переменные, введенные в 
уравнение о а регрессии, твечают за сдвиги в значении свободного член . 
Однако качественный фактор может сказаться и на значении коэффициен-
та при количественной переменной. 

Например, в регрессии iii uxaay ++= 10
~ , 

где iy~ – зарплата; ix  – стаж работы по специальности; коэффициент 1a  
характеризует средний прирост зарплаты за каждый последующий год ра-
боты по специальности. Он прежде всего зависит от наличия у индивидуу-
ма высшего образования, иным
дейс

прежде, булеву перем
высш

и словами, надо ожидать влияния взаимо-
твия переменных «стаж» и «наличие высшего образования» на уро-

вень зарплаты. Вводя, как и енную z – «наличие 
его образования», модель можно записать как  

iiiii uzxczbxaay ++++= 10
~ , (3.4) 
где с – коэффициент при двойном взаимодействии. Группируя второй 

и четвертый члены, получаем iiiii uzbxzcaay ++++= )(~
10 .   (3.5) 

i
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Итак, при отсутствии высшего образования коэффициент при x равен 
1a , при его наличии 1a +с. Само же значение с, точнее его оценку ĉ , можно 

получить из (3.5), используя МНК. Проверяя стандартным образом с  
на зн

едний прирост зарплаты за 
кажд

ессионной модели с фиктивными переменными 

К  результатов необходимо выпол-
йного отклонения

ловия

ачимость, можно будет сделать окончательный вывод: влияет или  
не влияет наличие высшего образования на ср

ый последующий год работы по специальности. Аналогично строится 
модель при учете взаимодействия нескольких качественных переменных.  

3. Параметры регр
оцениваются методом наименьших квадратов.  

Для получения по МН наилучших
нение следующих предпосылок относительно случа  (ус-

 Гаусса–Маркова): 
• математическое ожидание случайного отклонения равно нулю для 

всех наблюдений: ( ) iM i ∀= ,0ε ; 
• дисперсия случайных отклонений постоянна: ( ) ( ) jiDD ji ,,2 ∀== σεε . 

м диспер
 называется

Выполнимость данной предпосылки называется гомоскедастично-
стью (постоянство сии отклонений). Невыполнимость дан-
ной предпосылки  гетероскедастичностью (непостоян-
ством дисперсии отклонений); 

• случайные отклонения εi и εj являются независимыми друг от друга 

для ji ≠ :    ( )
⎩
⎨
⎧

=
≠

=
,,
,,0

,cov 2 ji
ji

ji σ
εε  Выполнимость этого условия назы-

вается отсутствием автокорреляции; 
• случайное отклонение должно быть независимо от объясняющих 

переменных. Обычно это условие выполняется автоматически

-

я не выполнены, исследователь должен это 
сознавать. Если корректирующие действия возможны, аналитик должен 

,  
если объясняющие переменные в данной модели не являются  
случайными. Кроме того, выполнимость данной предпосылки для 
эконометрических моделей не столь критична по сравнению с пер
выми тремя. 

При выполнимости указанных предпосылок имеет место теорема  
Гаусса–Маркова: оценки параметров регрессии, полученные по МНК, име-
ют наименьшую дисперсию в классе всех линейных несмещенных оценок. 

Таким образом, при выполнении условий Гаусса–Маркова оценки  
параметров регрессии являются не только несмещенными оценками коэф-
фициентов регрессии, но и наиболее эффективными, т.е. имеют наимень-
шую дисперсию по сравнению с любыми другими оценками данных пара-
метров, линейными относительно величин yi. 

Именно понимание важности условий Гаусса–Маркова отличает ком-
петентного исследователя, использующего регрессионный анализ, от не-
компетентного. Если эти услови
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быть 

гомоскедастичностью

 уменьшаться с увеличением значений х. Поэтому для регрессии, 
построенной по МНК, абсолютные величины отклонений |ei| и значения xi 
будут коррелированы Затем определяется коэффициент ранговой корре-
ляци

в состоянии их выполнить. Если ситуацию исправить невозможно, 
исследователь должен быть способен оценить, насколько серьезно это  
может повлиять на результаты. 

4. Выполнимость условия постоянства дисперсий случайных откло-
нений для любых наблюдений называется ; невы-
полнимость данной предпосылки называется гетероскедастичностью. 

В настоящее время для определения гетероскедастичности разработа-
ны специальные тесты и критерии для них. 

Тест ранговой корреляции Спирмена. При использовании данного 
теста предполагается, что дисперсия отклонений будет либо увеличивать-
ся, либо

. 
и: 

( )161 2

2

, −
⋅−= ∑

nn

d
r i

ex  , 

где di – разность между рангами xi и |ei|; n – число ий. На-
пример ся 25-м по величине среди всех значений х, а e20  
являет 20 = 25 – 32 = –7. 

Доказано, что при справедливости нуль=гипотезы 0: ,0 =exrH  стати-

стика 

 наблюден
, если х20 являет

ся 32-м, то d

2
,

,

1 ex

ex

r

nr
t

−

−
=

  
имеет распределение Стьюдента с числом степеней 

свободы (n-2). Поэтому, если наблюдаемое значение статистики превыша-
ет критическое ( )2; −nt

2

α , вычисленное по таблице критических точек рас-
пределения Стьюдента (двусторонних), то гипотезу о равенстве нулю ко-
эффициента корреляции следует отклонить и признать наличие гетероске-
дастичности. В противном случае нуль-гипотеза, которая соответствует
отсутствию гетероскедастичности, принимается. 

В модели множественной регрессии проверка нуль-гипотезы может 
 с помощью t-статистики по каждому фактору отдельно. 

Тест Голдфелда–Квандта. В данном случ

 

осуществляться
ае предполагается, что стан-

дарт нально значению переменной xj, т.е. ное отклонение пропорцио
nix jii ,1,222 ==σσ . Предполагается, что остатки имеют нормальное распреде-

вых наблюдений) и для третьей подвыборки (k последних наблю-

ление и отсутствует автокорреляция остатков. 
Тест состоит в следующем: 
• все n наблюдений упорядочиваются по величине xj; 
• вся упорядоченная выборка разбивается на три подвыборки раз-

мерностей k, n-2k и k соответственно; 
• оцениваются отдельные регрессии для первой подвыборки (k пер-
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дений).  предположение о пропорциональности дисперсий  
отклоне ий значениям xj верно, то остаточная СКО по первой рег-

рессии ∑
=

=
i

ies
1

2
1  бу  существенн

Если
н

дет о меньше остаточной СКО по 

+−= kni

2 nσσ ==  
. Для проверки  

k

третьей регрессии ;2
3 ∑=

n

ies  

• для сравнения соответствующих дисперсий выдвигается нуль-
гипотеза в виде : 222

10H σ = которая предполагает отсутст-
вие гетероскедастичности  нуль-гипотезы строится
следующая статистика: 

1

,...

( )
( ) ,1/ 33

набл.

spksF =
1/ 11 spks −−
−−

=  которая при справедли-

вости аспределение Фишера с (k-p-1, k-p-1) 
степенями свободы; 

 нуль-гипотезы имеет р

• если ( )1;1;табл.кр.набл. −−−−=> pkpkFFF α , то гипотеза об отсутствии ге-
тероскедастичности отклоняется на уровне значимости α. 

и об обрат-
ъясняю ей 

пере  статистика Фишера принимает вид: 

По рекомендациям специалистов, объем исключаемых данных k дол-
жен быть примерно равен трети общего объема выборки n. 

Этот же тест может быть использован и при предположени
ной пропорциональности между дисперсией и значениями об щ

3

1

s
sF =менной. В этом случае . 

нее с

 

егрессии для переменных в отклонениях от средних уровней. 
Кор

о ь 
прео

вадратов (ВМНК). 
Гете аемое 
значение на соответ

ассмотрим для простоты ВМНК на примере парной регрессии: 

Подроб м.: 4, 6–8. 

ОБОБЩЕННЫЙ  МЕТОД НАИМЕНЬШИХ КВАДРАТОВ 
Основные вопросы темы

ТЕМА 4 

1. Преобразования переменных уравнения линейной регрессионной модели. 
Взвешенная регрессия. 

2. Применение обобщенного метода наименьших квадратов к уравнению 
линейной р

ректировка гетероскедастичности и определение коэффициентов 
регрессии. 

1. При установлении гетероскедастичности возникает необходим ст
бразования модели с целью устранения данного недостатка. Вид пре-

образования зависит от того, известны или нет дисперсии отклонений 2
iσ . 

В случае, если дисперсии отклонений известны для каждого наблю-
дения, применяется метод взвешенных наименьших к

роскедастичность устраняется, если разделить каждое наблюд
ствующее ему значение дисперсии. 

Р
.iii bxay ε++=  (4.1) 
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Разделим обе части равенства на известное 2

ii σσ = : 
.

i

i

i

i

ii

i ba
σ

1 xy ε
σσσ

++=  

Сделаем замены переменных: 
;;1;; **

i
i

i
i

i
i

i
i vzxy

σ
iii xy ε

σσσ
====

 
получим уравнение регрессии без свободного члена, но с двумя факторами 
и с преобразованным

е по МНК, будут наилучшими линейными несмещенными 
оцен

иями. При этом повышается вероятность 
полу

метров модели (4.2) можно исполь-
зова

  от 
средних уровней, то коэффициент регрессии

 отклонением: 
.**

iiii vbxazy ++=  (4.2) 
Можно показать, что для vi выполняется условие гомоскедастичности. 

Поэтому для модели (4.2) выполняются все предпосылки МНК, и оценки, 
полученны

ками. 
Таким образом, наблюдения с наименьшими дисперсиями приобре-

тают наибольшие «веса», а наблюдения с наибольшими дисперсиями – 
наименьшие «веса». Поэтому наблюдения с меньшими дисперсиями  
отклонений будут более значимыми при оценке параметров регрессии, чем 
наблюдения с большими дисперс

чения более точных оценок. 
Полученные по МНК оценки пара
ть в первоначальной модели (4.1). 

2. Если преобразованные переменные x и iy  взять в отклоненияхi

 β   жно определить как мо

.1

1

1
∑
=i

i
i

x
K

Таким образом, при использовании обобщенного МНК с целью кор-
ректировки гетероскедастичности произведения переменных равнения 
регрессии, определяющие значения коэффициент ре

2

1
∑
==

N

N

i
ii

i

yx
Kβ  

 у
а грессии β , взвеши-

ваются по отношению к обычному МНК с весами 
iK . 

Для применения МНК необходимо знать фактические значения дис-
персий отклонений 2

iσ . На практике такие значения известны крайне ред-
ко. Поэтому, чтобы применить ВНК, необходимо сделать реалистичные 
предположения о значениях 2

iσ . Чаще всего предполагается, что

1

 В

 дисперсии 
отклонений или значениям xi, или значениям . пропорциональны  2

ix
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Если предположить, что дисперсии пропорциональны значениям фак-
тора x, т.е. , тогда уравнение (4.1) преобразуется делением его  
левой и правой частей на 

ii x22 σσ =

ix : 

i

i

i

i

ii

i

xx
xb

x
a

x
y ε

++=  

или 

.1
ii

ii

i vxb
x

a
x

y
++=  (4.3) 

Здесь для случайных отклонений iii xv /ε=  выполняется условие 
гомоскедастичности. Следовательно, для регрессии (4.3) применим обыч-
ный МНК. Следует отметить, что регрессия (4.2) не имеет свободного чле-
на, но зависит от двух факторов. Оценив для (4.2) по МНК коэффициенты 
а и b, возвращаемся к исходному уравнению регрессии. 

Если в уравнении регрессии присутствует несколько объясняющих 
переменных, вместо конкретной переменной xj используется исходное 
уравнение множественной регрессии ,...ˆ 2211 pp xbxbxbay ++++=  т.е. факти-
чески линейная комбинация факторов. В этом случае получают следую-
щую регрессию: .

ˆˆ
...

ˆˆ
1

ˆ
1

1

i

i

i

ip
p

i

i

ii

i

yy
x

b
y

xb
y

a
y

y ε
++++=  

Если предположить, что дисперсии 2
iσ  пропорциональны , то соот-

ветствующим преобразованием будет деление уравнения регрессии (4.1) 
на xi: 

2
ix

i

i

ii

i

x
b

x
a

x
y ε

++=  

или, если переобозначить остатки как iii xv /ε= ,     

.1
i

ii

i vb
x

a
x
y

++=  (4.4) 

Здесь для отклонений vi также выполняется условие гомоскедастично-
сти. Применяя обычный МНК к регрессии (4.4) в преобразованных пере-
менных 

,1;*

i
i

i

i
i x

z
x
yy ==  

получим оценки параметров, после чего возвращаемся к исходному урав-
нению (4.1). Отметим, что в регрессии (4.3) по сравнению с исходным 
уравнением параметры поменялись ролями: свободный член а стал коэф-
фициентом, а коэффициент b – свободным членом. 

Аналогичный подход возможен и для построения моделей множест-
венной регрессии. 

Подробнее см.: 1–8. 
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ТЕМА 5 НЕЛИНЕЙНЫЕ МОДЕЛИ РЕГРЕССИИ 
Основные вопросы темы 
1. Классы нелинейных регрессий. 
2. Определение параметров нелинейной регрессии методом наименьших 

квадратов. 
3. Кривая Филлипса. Кривые Энгеля. 
4. Линеаризация нелинейных моделей регрессии. 
5. Приведение к линейному виду степенной функции. Коэффициент эла-

стичности. 
6. Корреляция для нелинейных моделей. 

1. Рассматриваемые до сих пор модели регрессии были линейными по 
параметрам, представляя собой взвешенную сумму базисных функций. 
Далеко не всегда подобная спецификация модели представляется адекват-
ной. Если параметры входят в уравнение регрессии нелинейным образом, 
то говорят о нелинейной (по параметрам) регрессии. Модель специфици-
руется в виде Niuaaxxfy i

k
i
n

ii ,,2,1,),,,,,(~
11 KKK =+= . 

Типичный пример нелинейной регрессии – мультипликативная про-
изводственная функция с аддитивным случайным компонентом:  

.)()()(~ 21
210

iai
n

aiaii uxxxay n += K  
Как и в случае линейной регрессии, для нелинейной регрессии ос-

новным методом оценивания является метод наименьших квадратов. Под 
оценкой МНК нелинейной регрессии (35) понимают то значение вектора a, 
для которого сумма квадратов отклонений минимальна. 

ˆ

Нелинейность по параметрам приводит к следующим проблемам: 
• оценка МНК может вообще не существовать; 
• наличие локальных минимумов RS , что порождает проблему распо-

знавания истинной и ложных оценок МНК; 
• вычислительные сложности при поиске точек минимума RS . 
В линейной по параметрам регрессии оценка получается из системы 

нормальных уравнений. 
В предположении дифференцируемости ( )of  можно таким же образом 

построить систему нормальных уравнений, однако она уже не будет 
линейной относительно оцениваемых параметров. Вот почему обычно 
минимизируют непосредственно . В основном здесь используют метод 
Гаусса и его модификации, а также метод Марквардта. Практика расчетов 
показывает, что метод Ньютона–Гаусса хорошо работает в регрессиях, где 
нелинейности не слишком велики (например, регрессии, линейные в лога-
рифмах). В регрессиях с высокой степенью нелинейности предпочтитель-
нее метод Марквардта. 

RS
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Существуют регрессии, в которых ни один из описанных методов не 
приводит к оценке МНК. Так, при оценивании производственных функций 
с постоянной эластичностью замены ( ) ( ) 333

1

221321 )1(,, aaa LaKaaaaaf −+=  схо-
димость часто отсутствует. 

Вообще говоря, в нелинейных регрессиях очень важно хорошее  
начальное приближение. В качестве такового часто используют линейное 
приближение. Далее если регрессия не сводится к линейной с помощью 
некоторого преобразования, следует попытаться найти такую трансформа-
цию регрессии, в которой основная часть параметров стала бы линейной. 
Если нелинейных параметров не больше двух-трех, то задаются сеткой для 
этих параметров и оценивают остальные параметры обычным МНК для 
каждого набора параметров сетки. В качестве начального приближения 
выбирают то, которое доставляет минимум . Наличие локальных мини-
мумов у функции  порождает проблему идентификации глобального ми-
нимума. Говорить, что эта проблема решена для общего случая, не прихо-
дится. Одним из практических приемов является следующий. Процесс ми-
нимизации начинают с другого начального приближения. Если процесс 
сойдется к старому значению , то это может служить подтверждением, 
что в точке  достигается глобальный минимум. 

RS

RS

â
â

Примерами нелинейных регрессионных моделей являются производ-
ственные функции (зависимости между объемом произведенной продук-
ции и основными факторами производства – трудом, капиталом и т.п.) и 
функции спроса (зависимости между спросом на какой-либо вид товаров 
или услуг, с одной стороны, и доходом и ценами на этот и другие товары –  
с другой). 

Достаточно широкий класс экономических показателей характеризу-
ется приблизительно постоянным темпом относительного прироста во 
времени. Этому соответствуют зависимости показательного (экспоненци-
ального) типа, которые записываются в виде: 

ε⋅= +bxaey   (5.1) 
или в виде 

.ε⋅⋅= bxeay   (5.2) 
Возможна и такая зависимость: 

.ε⋅⋅= xbay  (5.3) 
Зависимости гиперболического типа имеют вид: 

.ε++=
x
bay  (5.4) 

Следует отметить зависимость логистического типа: 

.1
ε++

=
−xbea

y  (5.5) 
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2. При анализе нелинейных регрессионных зависимостей наиболее 
важным вопросом применения классического МНК является способ их  
линеаризации. В случае линеаризации нелинейной зависимости получаем 
линейное регрессионное уравнение типа (5.3), параметры которого оцени-
ваются обычным МНК, после чего можно записать исходное нелинейное 
соотношение. 

Несколько особняком в этом смысле стоит полиномиальная модель 
произвольной степени: 

ε+++++= k
k xaxaxaay ...2

210 , (5.6) 
к которой обычный МНК можно применять без всякой предварительной 
линеаризации. 

Рассмотрим указанную процедуру применительно к параболе второй 
степени: 

.2 ε+++= cxbxay  (5.7) 
Такая зависимость целесообразна в случае, если для некоторого  

интервала значений фактора возрастающая зависимость меняется на убы-
вающую или наоборот. В этом случае можно определить значение факто-
ра, при котором достигается максимальное или минимальное значение  
результативного признака. Если исходные данные не обнаруживают изме-
нение направленности связи, параметры параболы становятся трудно ин-
терпретируемыми и форму связи лучше заменить другими нелинейными 
моделями. 

Применение МНК для оценки параметров параболы второй степени 
сводится к дифференцированию суммы квадратов остатков регрессии по 
каждому из оцениваемых параметров и приравниванию полученных выра-
жений нулю. Получается система нормальных уравнений, число которых 
равно числу оцениваемых параметров, т.е. трем: 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=++
=++
=++⋅

∑∑∑∑
∑∑∑∑
∑∑∑

.
,

,

2432

32

2

yxxcxbxa
yxxcxbxa
yxcxbna

 (5.8) 

Решать эту систему можно любым способом, в частности, методом 
определителей. 

Экстремальное значение функции наблюдается при значении фактора, 
равном: 

.
2a
bx −=  

Если b>0, c<0, имеет место максимум, т.е. зависимость сначала рас-
тет, а затем падает. Такого рода зависимости наблюдаются в экономике 
труда при изучении заработной платы работников физического труда,  
когда в роли фактора выступает возраст. При b<0, c>0 парабола имеет  
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минимум, что обычно проявляется в удельных затратах на производство  
в зависимости от объема выпускаемой продукции. 

В нелинейных зависимостях, не являющихся классическими полино-
мами, обязательно проводится предварительная линеаризация, которая  
заключается в преобразовании или переменных, или параметров модели, 
или в комбинации этих преобразований.  

3. Примером гиперболической зависимости является кривая Филлипса, 
констатирующая обратную зависимость процента прироста заработной 
платы от уровня безработицы. В этом случае значение параметра b будет 
больше нуля. Другим примером зависимости (5.5) являются кривые Энге-
ля, формулирующие следующую закономерность: с ростом доходов доля 
доходов, расходуемых на продовольствие, уменьшается, а доля доходов, 
расходуемых на непродовольственные товары, будет возрастать. В этом 
случае b<0, а результативный признак в (5.5) показывает долю расходов  
на непродовольственные товары. 

Линеаризация уравнения (5.4) сводится к замене фактора z=1/x, и 
уравнение регрессии имеет вид, в котором вместо фактора х используем 
фактор z: 

. (5.9) ˆ zbay ⋅+=
К такому же линейному уравнению сводится полулогарифмическая 

кривая: 
,ln ε+⋅+= xbay  (5.10) 

которая может быть использована для описания кривых Энгеля. Здесь ln(x) 
заменяется на z, и получается уравнение (5.9). 

4. В регрессиях показательного типа (5.1) – (5.3) применяется один  
и тот же способ линеаризации – логарифмирование. Уравнение (5.1) при-
водится к виду: 

.lnln ε++= bxay  (5.11)  
Замена переменной yY ln=  сводит его к линейному виду: 

EbxaY ++= , 
где εln=E . Если Е удовлетворяет условиям Гаусса–Маркова, пара-

метры уравнения (5.1) оцениваются по МНК из уравнения (5.11). Уравне-
ние (5.2) приводится к виду: εlnlnln ++= bxay , (5.12) 

который отличается от (5.3) только видом свободного члена, и линей-
ное уравнение выглядит так:  

EbxAY ++= , (5.13) 
где aA ln= . Параметры А и b получаются обычным МНК, затем па-

раметр a в зависимости (5.2) получается как антилогарифм А (процедура 
потенцирования).  
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При логарифмировании (5.3) получаем линейную зависимость:  
EBxAY ++= ,  (5.14) 

где bB ln= , а остальные обозначения те же, что и выше. Здесь также 
применяется МНК к преобразованным данным, а параметр b для (5.3) по-
лучается как антилогарифм коэффициента В. 

Еще одним видом нелинейности, приводимым к линейному виду,  
является обратная зависимость: .1

ε++
=

bxa
y  (5.15) 

Проводя замену u=1/y, получим: .ε++= bxau  (5.16) 
Графиком функции логистического типа  

ε++
= − xbea

y 1
  (5.17) 

является так называемая «кривая насыщения», которая имеет две горизон-
тальные асимптоты y=0 и y=1/a и точку перегиба, х = ln﴾b/а﴿, y = 1/﴾2а﴿, а 
также точку пересечения с осью ординат y=1/(a+b) (см. рис. 5.1). 

 y 
 1/a 
 
 
 
 
 
 1/(a+b) 
 x 

Рис. 5.1. Логистическая кривая 

Уравнение (5.17) приводится к линейному виду заменами переменных 
. xezyu −== ,/1

5. Широко распространены в практике социально-экономических ис-
следований степенные зависимости. Они используются для построения и 
анализа производственных функций. В функциях вида:  (5.18) ε⋅⋅= bxay
особенно ценным является то обстоятельство, что параметр b равен коэф-
фициенту эластичности результативного признака по фактору х. Преобра-
зуя (5.18) путем логарифмирования, получаем линейную регрессию: 

EbXAY ++= , (5.19) 
где εln,ln,ln,ln ==== ExXaAyY . 
Средние коэффициенты эластичности для линейной регрессии рас-

считывается по формуле 
y
x

bЭ i
iухш

= . 

Приведем формулы расчета коэффициентов эластичности для наибо-
лее распространенных уравнений регрессии (см. табл. 5.1).  
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Т а б л и ц а  5.1 
Коэффициенты эластичности уравнений регрессии 

Вид уравнения регрессии Коэффициент эластичности 
ε+⋅+= хbаy  bха

хb
+
⋅

 
ε+++= 2cxbxay  

( )
2

2
cxbxa

xcxb
++

⋅+

 
ε++=

х
bаy

 bах
b
+
−

 
ε⋅⋅= xbay  bx ln  

bxay ⋅=  b  

ε++= xbay ln  xba
b

ln+  

ε++
=

bxa
y 1

 bxa
bx
+
−

 
6. Любое уравнение нелинейной регрессии, как и линейной зависимо-

сти, дополняется показателем корреляции, который в данном случае назы-
вается индексом корреляции: 

.1
2

2
ост.

y

R
σ
σ

−=  (5.20) 

Здесь  – общая дисперсия результативного признака y; 
ост.

2
yσ 2σ  – оста-

точная дисперсия, определяемая по уравнению нелинейной регрессии 
. Следует обратить внимание на то, что разности в соответствую-

щих суммах 
( )xfyx =ˆ

(∑ − 2yy ) ) и  берутся не в преобразованных, а в исход-
ных значениях результативного признака. Иначе говоря, при вычислении 
этих сумм следует использовать не преобразованные (линеаризованные) 
зависимости, а именно исходные нелинейные уравнения регрессии. По-
другому (53) можно записать так: 

(∑ − 2ˆxyy

( )
( )

.
ˆ

1 2

2

∑
∑

−
−

−=
yy
yy

R x  (5.21) 

Величина R находится в границах 10 ≤≤ R , и чем ближе она к еди-
нице, тем теснее связь рассматриваемых признаков, тем более надежно 
найденное уравнение регрессиями. При этом индекс корреляции совпадает  
с линейным коэффициентом корреляции в случае, когда преобразование 
переменных с целью линеаризации уравнения регрессии не проводится  
с величинами результативного признака. Так обстоит дело с полулогариф-
мической и полиномиальной регрессиям, а также с равносторонней гипер-
болой. Определив линейный коэффициент корреляции для линеаризован-
ных уравнений, например, в пакете Excel с помощью функции ЛИНЕЙН, 
можно использовать его и для нелинейной зависимости. 
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Иначе обстоит дело в случае, когда преобразование проводится также 
с величиной y, например, взятие обратной величины или логарифмирова-
ние. Тогда значение R, вычисленное с той же функцией ЛИНЕЙН, будет 
относиться к линеаризованному уравнению регрессии, а не к исходному 
нелинейному уравнению, и величины разностей под суммами будут отно-
ситься к преобразованным величинам, а не к исходным, что не одно и то 
же. При этом, как было сказано выше, для расчета R следует воспользо-
ваться выражением, вычисленным по исходному нелинейному уравнению. 

Поскольку в расчете индекса корреляции используется соотношение 
факторной и общей СКО, R2 имеет тот же смысл, что и коэффициент де-
терминации. В специальных исследованиях величину R2 для нелинейных 
связей называют индексом детерминации. 

Оценка существенности индекса корреляции проводится так же, как 
и оценка надежности коэффициента корреляции. 

Индекс детерминации используется для проверки существенности в 
целом уравнения нелинейной регрессии по F-критерию Фишера: 

,1
1 2

2

m
mn

R
RF −−

⋅
−

=  (5.22) 

где n – число наблюдений; m – число параметров при переменных х. Во 
всех рассмотренных нами случаях, кроме полиномиальной регрессии, m=1, 
для полиномов m=k, т.е. степени полинома. Величина m характеризует 
число степеней свободы для факторной СКО, а (n–m–1) – число степеней 
свободы для остаточной СКО. 

Индекс детерминации R2 можно сравнивать с коэффициентом детер-
минации r2 для обоснования возможности применения линейной функции. 
Чем больше кривизна линии регрессии, тем больше разница между R2 и r2. 
Близость этих показателей означает, что усложнять форму уравнения рег-
рессии не следует и можно использовать линейную функцию. Практиче-
ски, если величина (R2–r2) не превышает 0,1, то линейная зависимость счи-
тается оправданной. В противном случае проводится оценка существенно-
сти различия показателей детерминации, вычисленных по одним и тем же 
данным, через t-критерий Стьюдента: .

||

22

rRm
rRt

−

−
=  

Здесь в знаменателе находится ошибка разности (R2–r2), определяемая 
по формуле: 

( ) ( ) ( )( ).22
2222222

|| n
rRrRrRm rR

−−⋅−−−
⋅=−

 

Если ( 1;табл. −−> mntt )α , то различия между показателями корреляции 
существенны и замена нелинейной регрессии линейной нецелесообразна. 

Подробнее см.: 1–8. 
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ТЕМА 6 МНОЖЕСТВЕННАЯ РЕГРЕССИЯ  
В ЭКОНОМИЧЕСКИХ ИССЛЕДОВАНИЯХ 

Основные вопросы темы 
1. Отбор факторов при построении множественной регрессии. Методы по-

строения уравнения множественной регрессии. Выбор формы уравнения 
множественной регрессии. 

2. Линейная модель множественной регрессии. Коэффициенты «чистой» 
регрессии. Оценка параметров уравнения множественной регрессии ме-
тодом наименьших квадратов. Система нормальных уравнений. 

3. Частные уравнения регрессии для линейного уравнения множественной 
регрессии. 

4. Множественная корреляция. Частная корреляция. 
5. Оценка надежности результатов множественной регрессии. 

1. На любой экономический показатель чаще всего оказывает влия-
ние не один, а несколько факторов. Например, спрос на некоторое благо 
определяется не только ценой данного блага, но и ценами на замещающие 
и дополняющие блага, доходом потребителей и многими другими факто-
рами. В этом случае вместо парной регрессии рассматривается множест-
венная регрессия ( )pxxxfy ,...,,ˆ 21= . (6.1) 

Множественная регрессия широко используется в решении проблем 
спроса, доходности акций, при изучении функции издержек производства, 
в макроэкономических расчетах и в ряде других вопросов экономики.  
В настоящее время множественная регрессия – один из наиболее распро-
страненных методов в эконометрике. Основной целью множественной 
регрессии является построение модели с большим числом факторов, а так-
же определение влияния каждого фактора в отдельности и совокупного  
их воздействия на моделируемый показатель. 

Множественный регрессионный анализ является развитием парного 
регрессионного анализа в случаях, когда зависимая переменная связана 
более чем с одной независимой переменной. Большая часть анализа явля-
ется непосредственным расширением парной регрессионной модели, но 
здесь также появляются и некоторые новые проблемы, из которых следует 
выделить две. Первая проблема касается исследования влияния конкрет-
ной независимой переменной на зависимую переменную, а также разгра-
ничения ее воздействия и воздействий других независимых переменных. 
Второй важной проблемой является спецификация модели, которая состо-
ит в том, что необходимо ответить на вопрос, какие факторы следует 
включить в регрессию (1), а какие – исключить из нее. 

Для построения уравнения множественной регрессии чаще исполь-
зуются следующие функции: 

• линейная – ε++++= pp xbxbxbау ...2211 ; 
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• степенная – ε⋅⋅ ; ⋅⋅= pb
p

bb xxаху ...21
21

• показательная – ε++ ; +++= pp xbxbxbаеу ...2211

• гиперболическая – ε+++++
=

pp xbxbxbа
у

...
1

2211
. 

Все предыдущие рассуждения и выводы, касающиеся классической 
множественной регрессии, основывались на предположении, что рассмат-
ривается модель с правильной спецификацией. Под спецификацией модели 
в данном случае (т.е. для модели линейной множественной регрессии при 
выполнении предпосылок МНК) понимается выбор объясняющих перемен-
ных. В этой связи важное значение приобретает рассмотрение двух вопро-
сов, имеющих смысл именно во множественной регрессии, когда исследо-
ватель имеет дело с несколькими факторами: возможная мультиколлине-
арность факторов и частная корреляция. Последняя особенно тесно связана 
с процедурами пошагового отбора переменных. 

Включение в уравнение множественной регрессии того или иного на-
бора факторов связано прежде всего с представлением исследователя о 
природе взаимосвязи моделируемого показателя с другими экономически-
ми явлениями. Факторы, включаемые во множественную регрессию, 
должны отвечать следующим требованиям: 

• они должны быть количественно измеримы. Если необходимо 
включить в модель качественный фактор, не имеющий количест-
венного измерения, то ему нужно придать количественную опреде-
ленность. Например, в модели урожайности качество почвы зада-
ется в виде баллов; в модели стоимости объектов недвижимости 
учитывается место нахождения недвижимости: районы могут быть 
проранжированы; 

• факторы не должны быть коррелированы между собой и тем более 
находиться в точной функциональной связи. 

2. Самой употребляемой и наиболее простой из моделей множест-
венной регрессии является линейная модель множественной регрессии: 

.'...''' 2211 εβββα +++++= pp xxxy   (6.2) 
По математическому смыслу коэффициенты jβ′  в уравнении (6.2) рав-

ны частным производным результативного признака y по соответствую-
щим факторам: 

1
1 '

x
y

∂
∂

=β ,
2

2 '
x
y

∂
∂

=β ,…,
p

p x
y

∂
∂

='β . (6.3) 

Параметр α называется свободным членом и определяет значение y в 
случае, когда все объясняющие переменные равны нулю. Однако, как и в 
случае парной регрессии, факторы по своему экономическому содержанию 
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часто не могут принимать нулевых значений и значение свободного члена 
не имеет экономического смысла. При этом, в отличие от парной регрес-
сии, значение каждого регрессионного коэффициента jβ′  равно среднему 
изменению y при увеличении xj на одну единицу лишь при условии, что 
все остальные факторы остались неизменными. Величина ε представляет 
собой случайную ошибку регрессионной зависимости. 

Наиболее просто можно определять оценки параметров jβ′ , изменяя 
только один фактор xj, оставляя при этом значения других факторов неиз-
менными. Тогда задача оценки параметров сводилась бы к последователь-
ности задач парного регрессионного анализа по каждому фактору. Однако 
такой подход, широко используемый в естественно-научных исследовани-
ях (физических, химических, биологических), в экономике является непри-
емлемым. Экономист, в отличие от экспериментатора-естественника, ли-
шен возможности регулировать отдельные факторы, поскольку не удается 
обеспечить равенство всех прочих условий для оценки влияния одного ис-
следуемого фактора. 

Получение оценок параметров ',...,',',' 21 pβββα  уравнения регрессии 
(6.2) – одна из важнейших задач множественного регрессионного анализа. 
Самым распространенным методом решения этой задачи является метод 
наименьших квадратов (МНК).  

Для однозначного определения значений параметров уравнения (6.2) 
объем выборки n должен быть не меньше количества параметров, т.е. 

1+≥ pn . В противном случае значения параметров не могут быть опреде-
лены однозначно. Если n=p+1, оценки параметров рассчитываются един-
ственным образом без МНК простой подстановкой значений (6.3) в выра-
жение (6.2). Получается система (p+1) уравнений с таким же количеством 
неизвестных, которая решается любым способом, применяемым к систе-
мам линейных алгебраических уравнений. Однако с точки зрения стати-
стического подхода такое решение задачи является ненадежным, посколь-
ку измеренные значения переменных содержат различные виды погрешно-
стей. Поэтому для получения надежных оценок параметров уравнения 
объем выборки должен значительно превышать количество определяемых 
по нему параметров. Практически, как было сказано ранее, объем выборки 
должен превышать количество параметров при xj в уравнении в шесть-семь 
раз. 

Для проведения анализа в рамках линейной модели множественной 
регрессии необходимо выполнение ряда предпосылок МНК. В основном 
это те же предпосылки, что и для парной регрессии, однако здесь нужно 
добавить предположения, специфичные для множественной регрессии: 

• спецификация модели имеет вид (6.2); 
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• отсутствие мультиколлинеарности: между объясняющими пере-
менными отсутствует строгая линейная зависимость, что играет 
важную роль в отборе факторов при решении проблемы специфи-
кации модели; 

• ошибки nii ,1, =ε  имеют нормальное распределение ( )( )σε ,0~ Ni . 
Выполнимость этого условия нужна для проверки статистических 
гипотез и построения интервальных оценок. 

При выполнимости всех этих предпосылок имеет место многомерный 
аналог теоремы Гаусса–Маркова: оценки pbb , полученные по МНК, 
являются наиболее эффективными (в смысле наименьшей дисперсии) в 
классе линейных несмещенных оценок. 

ba ,...,,, 21

Рассмотрим три метода расчета параметров множественной линейной 
регрессии.  

Матричный метод. Представим данные наблюдений и параметры  
модели в матричной форме: 

]',...,,[ 21 nyyyY =  – n-мерный вектор – столбец наблюдений зависимой 
переменной; 

]',...,,,[ 21 pbbbaB =  – (p+1)-мерный вектор – столбец параметров уравне-
ния регрессии (6.1); 

]',...,,[ 21 neeee =  – n-мерный вектор – столбец отклонений выборочных 
значений yi от значений , получаемых по уравнению (6.2). iŷ

Для удобства записи столбцы записаны как строки и поэтому снабже-
ны штрихом для обозначения операции транспонирования. 

Наконец, значения независимых переменных запишем в виде прямо-
угольной матрицы размерности ( )1+× pn : 
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Каждому столбцу этой матрицы отвечает набор из n значений одного 
из факторов, а первый столбец состоит из единиц, которые соответствуют 
значениям переменной при свободном члене. 

В этих обозначениях эмпирическое уравнение регрессии выглядит так: 
.eXBY +=  (6.4) 

Отсюда вектор остатков регрессии можно выразить таким образом: 
.XBYe −=   

Таким образом, функционал ∑= 2
ieQ , который, собственно, и мини-

мизируется по МНК, можно записать как произведение вектора – строки ē’ 
на вектор – столбец е: 

( ) ( )XBYXBYeeQ −−== '' . 
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В соответствии с МНК дифференцирование Q по вектору В приводит 
к выражению: ( ) ,'2'2 BXXYX

B
Q

+−=
∂
∂  которое для нахождения экстремума сле-

дует приравнять к нулю. В результате преобразований получаем выражение 
для вектора параметров регрессии: 

( ) .'' 1 YXXXB −=  
Здесь (  – матрица, обратная к ) 1' −XX XX ' . 
Скалярный метод. При его применении строится система нормальных 

уравнений, решение которой и позволяет получить оценки параметров 
регрессии: 
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Решить эту систему можно любым подходящим способом, например 
методом определителей или методом Гаусса. При небольшом количестве 
определяемых параметров использование определителей предпочтительнее. 

Регрессионная модель в стандартизованном масштабе. Уравнение 
регрессии в стандартизованном масштабе имеет вид: 

,
21 21 εβββ ++++=

pxpxxy tttt K  (6.5) 
где  – стандартизованные переменные: 

pxxxy tttt ,...,,,
21

,,1,; nj
xx

tyyt
j

j

x

jj
x

y
y =

−
=

−
=

σσ
 (6.6) 

для которых среднее значение равно нулю: 0...
21

=====
pxxxy tttt , а среднее 

квадратическое отклонение равно единице: nj
jxy tt ,1,1 === σσ ; βj – стандар-

тизованные коэффициенты регрессии, или β-коэффициенты (не следует 
путать их с параметрами уравнения (6.2). 

Применяя МНК к уравнению (6.5), после соответствующих преобра-
зований получим систему нормальных уравнений: 
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 . 
В этой системе pijrr jxixjyx ,1,,, =  – элементы расширенной матри-

цы парных коэффициентов корреляции или, другими словами, коэффици-
енты парной корреляции между различными факторами или между факто-
рами и результативным признаком. Имея измеренные значения всех пере-
менных, вычислить матрицу парных коэффициентов корреляции на ком-
пьютере не составляет большого труда, используя, например, табличный 
процессор MS Excel или программу Statistica. 

 



2. План-конспект лекционного курса 63

Решением системы определяются β-коэффициенты. Поскольку все пе-
ременные заданы как центрированные и нормированные, β-коэффициенты 
сравнимы между собой. Их можно ранжировать по силе воздействия на  
результат. В этом основное достоинство стандартизованных коэффициен-
тов регрессии в отличие от коэффициентов обычной регрессии, которые 
несравнимы между собой. 

В парной зависимости стандартизованный коэффициент регрессии 
есть не что иное, как линейный коэффициент корреляции r. Подобно тому, 
как в парной зависимости коэффициенты регрессии и корреляции связаны 
между собой, так и во множественной регрессии коэффициенты «чистой» 
регрессии bj связаны с β-коэффициентами: 

jx

y
jjb
σ
σ

β= . (6.7) 

Это позволяет от уравнения регрессии в стандартизованном масштабе: 
pxpxxy tttt βββ +++= K

21 21ˆ   (6.8) 
переходить к уравнению регрессии в натуральном масштабе. Параметр а 
определяется так: pp xbxbxbya −−−−= ...2211 . (6.9) 

Свободный член в уравнении (6.8) отсутствует, поскольку все стан-
дартизованные переменные имеют нулевое среднее значение. 

Рассмотренный смысл стандартизованных коэффициентов регрессии 
позволяет использовать их при отсеве факторов – из модели исключаются 
факторы с наименьшим значением βj. 

Компьютерные программы построения уравнения множественной 
регрессии в зависимости от использованного в них алгоритма решения по-
зволяют получить либо только уравнение регрессии для исходных данных, 
либо уравнение регрессии в стандартизованном масштабе. 

3. На основе уравнения (6.1) можно найти частные уравнения регрессии: 
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которые связывают результат с одним из факторов при закреплении других 
факторов на среднем уровне. Они имеют следующий вид: 

.,1,

...... 111111,...,,,..., 111

pjexb

xbxbxbxbay

pp

jjjjjjxxxxx pjjj

=++

++++++= ++−−⋅ +−  

Это фактически парные уравнения регрессии, которые можно запи-
сать так: 

pjxbAy jjjxxxxx pjjj
,1,ˆ ,...,,,..., 111

=+=
+−⋅ . 
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Свободные члены этих выражений легко определяются из следующе-
го равенства: 

pjxbxbxbxbaA ppjjjjj ,1,...... 111111 =++++++= ++−− . 
В отличие от парной регрессии частные уравнения регрессии характе-

ризуют изолированное влияние фактора на результат, поскольку другие 
факторы закреплены на неизменном уровне. Эффекты влияния других 
факторов присоединены в них к свободному члену уравнения множествен-
ной регрессии. Это позволяет на основе частных уравнений регрессии  
определять частные коэффициенты эластичности: 

.
ˆ ,...,,,..., 111 pjjj xxxxx

j
jj y

x
bЭ

+−⋅

=   

Средние показатели эластичности можно сравнивать друг с другом и 
соответственно ранжировать факторы по силе их воздействия на результат.  

4. Теснота совместного влияния факторов на результат оценивается с 
помощью индекса множественной корреляции:  

( )
( )

.
ˆ

1 2

2

...21 ∑
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yy
yy

R
i

ii
xxyx p

 (6.10) 

Границы его изменения те же, что и в парной регрессии: от 0 до 1. 
Чем ближе его значение к единице, тем теснее связь результативного при-
знака со всем набором исследуемых факторов. 

Для линейного уравнения множественной регрессии формула индекса 
корреляции может быть представлена выражением: 

∑ ⋅=
ip yxixxyx rR β...21
, 

где βi – стандартизованные коэффициенты регрессии;  – парные 
коэффициенты корреляции результата с каждым из факторов. 

iyxr

Формула индекса множественной корреляции для линейной регрессии 
получила название линейного коэффициента множественной корреляции, 
или совокупного коэффициента корреляции. 

При линейной зависимости определение совокупного коэффициента 
корреляции возможно без построения регрессии и оценки ее параметров,  
а с использованием только матрицы парных коэффициентов корреляции: 

11
... 1

21 r
rR

pxxyx Δ
Δ

−= , 

где Δr – определитель матрицы парных коэффициентов корреляции: 
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а Δr11 – определитель матрицы межфакторной корреляции: 
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Определитель (6.11) остается после вычеркивания из матрицы коэф-
фициентов парной корреляции первого столбца и первой строки, что и со-
ответствует матрице коэффициентов парной корреляции между факторами. 

Включение в модель факторов с высокой взаимной корреляцией, ко-
гда, например, 211 xxyx rr < , для зависимости exbxbay +++= 2211  может при-
вести к нежелательным последствиям – система нормальных уравнений 
может оказаться плохо обусловленной и повлечь за собой неустойчивость 
и ненадежность оценок коэффициентов регрессии. 

Если между факторами существует высокая корреляция, то нельзя  
определить их изолированное влияние на результативный показатель и па-
раметры уравнения регрессии оказываются неинтерпретируемыми. Так,  
в приведенной зависимости с двумя факторами предполагается, что факто-
ры х1 и х2 независимы друг от друга, т.е. 0

21
=xxr . Тогда можно говорить, что 

параметр b1 измеряет силу влияния фактора х1 на результат у при неизмен-
ном значении фактора х2. Если же 1

21
=xxr , то с изменением фактора х1 фак-

тор х2 не может оставаться неизменным. Отсюда b1 и b2 нельзя интерпре-
тировать как показатель раздельного влияния х1 и х2 на у. 

Как было сказано ранее, добавление нового фактора в регрессии при-
водит к возрастанию коэффициента детерминации и уменьшению остаточ-
ной дисперсии. Однако эти изменения могут быть незначительными, и не 
каждый фактор целесообразно вводить в модель. 

Таким образом, хотя теоретически регрессионная модель позволяет 
учесть любое число факторов, практически в этом нет необходимости.  
Отбор факторов производится на основе качественного теоретико-
экономического анализа. Однако теоретический анализ часто не позволяет 
однозначно ответить на вопрос о количественной взаимосвязи рассматри-
ваемых признаков и целесообразности включения фактора в модель. По-
этому отбор факторов обычно осуществляется в две стадии: на первой – 
подбираются факторы исходя из сущности проблемы; на второй – анали-
зируется матрица показателей корреляции и устанавливается, какие из 
факторов наиболее тесно связаны с результатом, а какие – между собой. 

Здесь эконометрист чаще всего сталкивается с проблемой мультикол-
линеарности. 

Под полной мультиколлинеарностью понимается существование ме-
жду некоторыми из факторов линейной функциональной связи. Количест-
венным выражением этого служит то обстоятельство, что ранг матрицы Х 
меньше, чем (р+1), а матрица (Х’Х) будет вырожденной, т.е. ее определи-
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тель равен нулю, а обратной матрицы к ней не существует. В практике  
статистических исследований полная мультиколлинеарность встречается 
достаточно редко, так как ее несложно избежать уже на предварительной 
стадии анализа и отбора множества объясняющих переменных. 

Реальная (или частичная) мультиколлинеарность возникает в случаях 
существования достаточно тесных линейных статистических связей между 
объясняющими переменными. Точных количественных критериев для  
определения наличия или отсутствия реальной мультиколлинеарности не 
существует. Тем не менее существуют некоторые эвристические рекомен-
дации по выявлению мультиколлинеарности. 

В первую очередь анализируется матрица парных коэффициентов 
корреляции: 
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точнее, та ее часть, которая относится к объясняющим переменным. Счи-
тается, что две переменные явно коллинеарны, если . В этом слу-
чае факторы дублируют друг друга и один из них рекомендуется исклю-
чить из регрессии. Предпочтение отдается фактору, который при доста-
точно тесной связи с результатом имеет наименьшую тесноту связи с дру-
гими факторами. 

7,0≥
ji xxr

Пусть, например, при изучении зависимости ( 321 ,, xxxfy )=  матрица 
парных коэффициентов корреляции оказалась следующей: 

12,05,06,0
2,018,07,0
5,08,018,0
6,07,08,01

=Δr . 

Очевидно, что факторы х1 и х2 дублируют друг друга ( ). Одна-
ко в модель следует включить фактор х2, а не х1, поскольку корреляция 
фактора х2 с у достаточно высокая (

8,0
21
=xxr

7,0
2
=yxr ), а с фактором х3 слабая 

( ).  5,02,0
3132
=<= xxxx rr

Другим методом оценки мультиколлинеарности факторов может слу-
жить определитель матрицы парных коэффициентов корреляции между 
факторами. Обоснованием данного подхода служат такие рассуждения. 
Если бы факторы не коррелировали между собой, то в определителе (6.11) 
все внедиагональные элементы равнялись нулю, а на диагонали стояли 
единицы. Такой определитель равен единице. Если же, наоборот, между 
факторами существует полная линейная зависимость и все коэффициенты 
межфакторной корреляции равны единице, то определитель такой матри-
цы равен нулю. Следовательно, чем ближе к нулю определитель (6.11), тем 
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сильнее мультиколлинеарность факторов и ненадежнее результаты множе-
ственной регрессии. И наоборот, чем ближе к единице величина (6.10), тем 
меньше мультиколлинеарность факторов. 

Для оценки значимости мультиколлинеарности факторов выдвигается 

гипотеза Н0:Δr11=1. Доказано, что величина ( ) ( ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ Δ⋅+⋅−− 11lg52

6
11 rpn )  имеет 

приближенное распределение χ2 с ( 1
2
1

−nn ) степенями свободы. Если 
( )df;2

.табл
2

.набл αχχ > , гипотеза Н0 отклоняется, мультиколлинеарность счита-
ется доказанной. 

Другим методом выявления мультиколлинеарности является анализ 
коэффициентов множественной детерминации факторов. Для этого в каче-
стве зависимой переменной рассматривается каждый из факторов. Напри-
мер, коэффициент рассчитывается по следующей регрессии: 2

...321 pxxxxR ⋅

,...ˆ 33221 pp xdxdxdcx ++++=  
где первый фактор взят в качестве результативного признака, а остальные – 
как независимые переменные, влияющие на первый фактор. Чем ближе  
такой R2 к единице, тем сильнее проявляется мультиколлинеарность фак-
торов. Оставляя в уравнении регрессии факторы с минимальной R2, можно 
решить проблему отбора факторов. 

При этом рассчитывается статистика: 
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Если коэффициент  является статистически значимым, то  2
jR

( pnpFF таблj )−−> ;1;. α . В этом случае xj является линейной комбинацией 
других факторов и его можно исключить из регрессии. 

Перечислим основные последствия мультиколлинеарности: 
• большие дисперсии оценок. Это затрудняет нахождение истинных 

значений определяемых величин и расширяет интервальные оцен-
ки, ухудшая их точность; 

• уменьшаются t-статистики коэффициентов, что может привести  
к неоправданному выводу о несущественности влияния соответст-
вующего фактора на зависимую переменную; 

• оценки коэффициентов по МНК и их стандартные ошибки стано-
вятся очень чувствительными к малейшим изменениям данных, т.е. 
становятся неустойчивыми; 

• затрудняется определение вклада каждой из объясняющих пере-
менных в объясняемую уравнением регрессии дисперсию зависи-
мой переменной; 

• возможно получение неверного знака у коэффициента регрессии. 
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Единого подхода к устранению мультиколлинеарности не существует. 
Существует ряд методов, которые не являются универсальными и приме-
нимы в конкретных ситуациях. 

Простейшим методом устранения мультиколлинеарности является ис-
ключение из модели одной или нескольких коррелированных переменных. 
Здесь необходима осторожность, чтобы не отбросить переменную, которая 
необходима в модели по своей экономической сущности, но зачастую кор-
релирует с другими переменными (например, цена блага и цены замените-
лей данного блага). 

Иногда для устранения мультиколлинеарности достаточно увеличить 
объем выборки. Например, при использовании ежегодных данных можно 
перейти к поквартальным данным. Это приведет к сокращению дисперсии 
коэффициентов регрессии и увеличению их статистической значимости. 
Однако при этом можно усилить автокорреляцию, что ограничивает воз-
можности такого подхода. 

В некоторых случаях изменение спецификации модели, например  
добавление существенного фактора, решает проблему мультиколлинеар-
ности. При этом уменьшается остаточная СКО, что приводит к уменьше-
нию стандартных ошибок коэффициентов. 

В ряде случаев минимизировать либо вообще устранить проблему 
мультиколлинеарности можно с помощью преобразования переменных. 

Например, пусть эмпирическое уравнение регрессии имеет вид: 
,ˆ 2211 xbxbay ++=  

где факторы коррелированы. Здесь можно попытаться определить отдель-
ные регрессии для относительных величин: 

.
ˆ

,
ˆ

2

1

2

1

2

1

x
x

ba
x
y

x
x

ba
x
y

+=

+=  (6.13) 

Возможно, что в моделях, аналогичных (6.13), проблема мультикол-
линеарности будет отсутствовать. 

Теперь рассмотрим другой вопрос, имеющий важное значение для 
проблем, связанных со спецификацией модели множественной регрессии. 
Это частная корреляция. С помощью частных коэффициентов корреляции 
проводится ранжирование факторов по степени их влияния на результат. 
Кроме того, частные показатели корреляции широко используются при 
решении проблем отбора факторов: целесообразность включения того или 
иного фактора в модель доказывается величиной показателя частной кор-
реляции. 
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Частные коэффициенты корреляции характеризуют тесноту связи ме-
жду результатом и соответствующим фактором при устранении влияния 
других факторов, включенных в уравнение регрессии. 

Показатели частной корреляции представляют собой отношение со-
кращения остаточной дисперсии за счет дополнительного включения в мо-
дель нового фактора к остаточной дисперсии, имевшей место до введения 
его в модель. 

Высокое значение коэффициента парной корреляции между иссле-
дуемой зависимой и какой-либо независимой переменной может означать 
высокую степень взаимосвязи, но может быть обусловлено и другой при-
чиной, например, третьей переменной, которая оказывает сильное влияние 
на две первые, что и объясняет их высокую коррелированность. Поэтому 
возникает задача найти «чистую» корреляцию между двумя переменными, 
исключив (линейное) влияние других факторов. Это можно сделать с по-
мощью коэффициента частной корреляции. 

Коэффициенты частной корреляции определяются различными спо-
собами. Рассмотрим некоторые из них. 

Для простоты предположим, что имеется двухфакторная регрессион-
ная модель:  (6.14) exbxbay +++= 2211

и имеется набор наблюдений ( ) niyxx iii ,1,,, 21 = . Тогда коэффициент частной 
корреляции между у и, например, х1 после исключения влияния х2 опреде-
ляется по следующему алгоритму: 

• осуществим регрессию у на х2 и константу и получим прогнозные 
значения 221ˆ xy γγ += ; 

• осуществим регрессию х1 на х2 и константу и получим прогнозные 
значения 2211̂ xx δδ += ; 

• удалим влияние х2, взяв остатки iiiy yye ˆ−=  и 111 ˆiii xxe −= ; 
• определим выборочный коэффициент частной корреляции между у 

и х1 при исключении х2 как выборочный коэффициент корреляции 
между ey и e1: 

( )1,
21

eerr yxyx =⋅ . (6.15) 
Значения частных коэффициентов корреляции лежат в интервале 

[1,1], как у обычных коэффициентов корреляции. Равенство  нулю 
означает отсутствие линейного влияния переменной х1 на у. 

21 xyxr ⋅

Существует тесная связь между коэффициентом частной корреляции 

 и коэффициентом детерминации R2:  21 xyxr ⋅ 2

22
2

2

2

21 1 yx

yx
xyx r

rR
r

−

−
=⋅ , (6.16) 

где  – обычный коэффициент корреляции. 
2yxr
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Описанная выше процедура обобщается на случай, когда исключается 
влияние нескольких переменных. Для этого достаточно переменную х2  
заменить на набор переменных Х2, сохраняя определение (6.16) (при этом 
можно в число исключаемых переменных вводить и у, определяя частную 
корреляцию между факторами). 

Другой способ определения коэффициентов частной корреляции – 
матричный. Обозначив для удобства зависимую переменную как х0, запи-
шем определитель матрицы парных коэффициентов корреляции в виде: 
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Тогда частный коэффициент корреляции определяется по формуле: 
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где Rii – алгебраическое дополнение для элемента rii в определителе (6.17). 
Существует еще один способ расчета – по рекуррентной формуле. 

Порядок частного коэффициента корреляции определяется количеством 
факторов, влияние которых исключается. Например,  – коэффициент 
частной корреляции первого порядка. Соответственно коэффициенты пар-
ной корреляции называются коэффициентами нулевого порядка. Коэффи-
циенты более высоких порядков можно определить через коэффициенты 
более низких порядков по рекуррентной формуле: 

21 xyxr ⋅
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Если исследователь имеет дело лишь с тремя-четырьмя переменными, 
то удобно пользоваться соотношениями (6.19). При больших размерностях 
задачи удобнее вести расчет через определители, т.е. по формуле (6.18).  
В соответствии со смыслом коэффициентов частной корреляции можно 
записать формулу: 
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При исследовании статистических свойств выборочного частного  
коэффициента корреляции порядка k следует воспользоваться тем, что он 
распределен точно так же, как и обычный парный коэффициент корреля-
ции, с единственной поправкой: объем выборки надо уменьшить на k  
единиц, т.е. полагать его равным n-k, а не n. 

Остановимся на специальных процедурах спецификации модели мно-
жественной регрессии, которые обычно называются процедурами пошаго-
вого отбора переменных. 
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Иногда исследователь заранее знает характер зависимости исследуе-
мых величин, опираясь на экономическую теорию, предыдущие результа-
ты или априорные знания, и его задача состоит лишь в оценивании неиз-
вестных параметров. Классическим примером является оценивание пара-
метров производственной функции Кобба – Дугласа, где заранее известно, 
что в качестве факторов выступают капиталовложения и трудозатраты. 

Однако на практике чаще имеется большое число наблюдений раз-
личных независимых переменных, но нет априорной модели изучаемого 
явления. Возникает проблема, какие переменные включать в регрессион-
ную схему. 

Рассмотрим вкратце одну из широко применяемых процедур, которая 
относится к процедурам последовательного присоединения. Это процедура 
«всех возможных регрессий». 

Для заданного значения k (k=1,2,…,p-1) путем полного перебора всех 
возможных комбинаций из k объясняющих переменных, отобранных из 
исходного набора факторов , определяются такие переменные 

k , для которых коэффициент детерминации с результатом был бы 
максимальным. 

pxxx ,..., 21

iii xxx ,...,
21

Таким образом, на первом шаге процедуры (k=1) находят одну объяс-
няющую переменную, которую можно назвать наиболее информативным 
фактором при условии, что в регрессионную модель допускается включить 
только одну переменную из первоначального набора. На втором шаге оп-
ределяется уже наиболее информативная пара переменных из исходного 
набора, и эта пара будет иметь наиболее тесную статистическую связь с 
результатом. Вообще говоря, в состав этой пары может не войти перемен-
ная, объявленная наиболее информативной среди всех моделей с одной пе-
ременной. На третьем шаге (k=3) будет отобрана наиболее информативная 
тройка факторов, на четвертом (k=4) – наиболее информативная четверка 
объясняющих переменных и т.д. 

В качестве критерия останова этой процедуры, т.е. выбора оптималь-
ного числа k0 факторов, которые следует включить в модель, предлагается 
следующее. На каждом шаге вычисляется нижняя доверительная граница 
коэффициента детерминации: 

( ) ( )
( )( ) ( )( ,1
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22

min kR
nn
knkkRR −⋅
−−
−−

−= )  (6.21) 

где ( )kR 2  – скорректированный коэффициент детерминации для k наиболее 
информативных факторов; ( )kR2  – обычный коэффициент детерминации.  
В соответствии с критерием останова следует выбирать k0, при котором 
величина достигает своего максимума. 

Следует признать, что пошаговые процедуры, вообще говоря, не га-
рантируют получения оптимального (в смысле критерия максимума коэф-
фициента детерминации) набора факторов. Однако в подавляющем боль-

 



Эконометрика 72

шинстве ситуаций получаемые с помощью пошаговой процедуры наборы 
переменных оказываются оптимальными или близкими к оптимальным. 

Для оценки значимости фактора, дополнительно вводимого в модель, 
используется частный F-критерий. Не каждый фактор, вошедший в мо-
дель, существенно увеличивает долю объясненной дисперсии в общей 
дисперсии результата. Кроме того, при наличии в модели нескольких фак-
торов они могут вводиться в модель в разной последовательности. Ввиду 
корреляции между факторами значимость одного и того же фактора может 
быть разной в зависимости от последовательности его введения в модель. 
Для частного F-критерия используется формула: 
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которая является частным случаем формулы (6.12). Здесь в числителе – 
разность между коэффициентом детерминации модели с полным набором 
факторов и коэффициентом детерминации модели до введения в нее фак-
тора xj. 

С помощью частного F-критерия можно проверить значимость всех 
коэффициентов регрессии в предположении, что соответствующий фактор 
xj вводился в уравнение регрессии последним. Процедура проверки не  
отличается от таковой для статистики (6.12). 

Зная величину , можно определить и t-критерий для коэффициента 
регрессии при xj: 

jxF

.
jj xb Ft =  

Существует взаимосвязь между квадратом частного коэффициента 
корреляции и частным F-критерием: 

( ) .1
1

1
2

...

2
......2

......

1

111

111 j

p

pjj

pjjj x
xyx

xxxyx

xxxxyx Fpn
R

R
r =−−⋅

−

−
⋅ +−

+−⋅
 

Частный F-критерий широко используется при построении модели 
методом включения переменных. 

5. Проверка статистического качества оцененного уравнения рег-
рессии проводится, с одной стороны, по статистической значимости па-
раметров уравнения, а с другой – по общему качеству уравнения регрес-
сии. Кроме этого проверяется выполнимость предпосылок МНК. 

Сначала рассмотрим первые два вида проверок и связанные с ними 
вопросы. Некоторые предпосылки МНК и проверки их выполнимости  
будем рассматривать отдельно. 

Как и в случае парной регрессии, статистическая значимость парамет-
ров множественной линейной регрессии с р-факторами проверяется на  
основе t-статистики: 
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 (6.23) 
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где величина  называется стандартной ошибкой параметра ( ab mm
j

) ( )abj . 
Она определяется так. Обозначим матрицу:  ( ) 11 ' −− = XXZ  и в этой матрице  
j-й диагональный элемент как ' . Тогда выборочная дисперсия эмпириче-
ского параметра регрессии равна: 

jjz

pjzsm jjb j
,1,'22 == , 

а для свободного члена выражение имеет вид: 
,'00

22 zsma =  
если считать, что в матрице 1−Z  индексы изменяются от 0 до р. Здесь S2 – 
несмещенная оценка дисперсии случайной ошибки ε: 
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Стандартные ошибки параметров регрессии равны 
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Полученная по выражению (6.22) t-статистика для соответствующего 
параметра имеет распределение Стьюдента с числом степеней свободы  
(n-p-1). При требуемом уровне значимости α эта статистика сравнивается  
с критической точкой распределения Стьюдента t(α; n-p-1) (двусторонней). 

Если |t|>t(α; n-p-1), то соответствующий параметр считается статисти-
чески значимым и нуль-гипотеза в виде Н0:bj=0 или Н0:а=0 отвергается. 

В противном случае (|t|<t(α; n-p-1)) параметр считается статистически 
незначимым и нуль-гипотеза не может быть отвергнута. Поскольку bj не 
отличается значимо от нуля, фактор хj линейно не связан с результатом. 
Его наличие среди объясняющих переменных не оправдано со статистиче-
ской точки зрения. Не оказывая какого-либо серьезного влияния на зави-
симую переменную, он лишь искажает реальную картину взаимосвязи. По-
этому после установления того факта, что коэффициент bj статистически 
незначим, переменную хj рекомендуется исключить из уравнения регрес-
сии. Это не приведет к существенной потере качества модели, но сделает 
ее более конкретной. 

Строгую проверку значимости параметров можно заменить простым 
сравнительным анализом. 

Если 1≤t , т.е. , то коэффициент статистически незначим. 
jbj mb <

Если 21 ≤< t , т.е. , коэффициент относительно значим. В дан-
ном случае рекомендуется воспользоваться таблицей критических точек 
распределения Стьюдента. 

jbj mb 2<

Если 32 ≤< t , то коэффициент значим. Это утверждение является  
гарантированным при (n-p-1)>20 и 05,0≥α . 
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Если |t|>3, то коэффициент считается сильно значимым. Вероятность 
ошибки в данном случае при достаточном числе наблюдений не превосхо-
дит 0,001. 

К анализу значимости коэффициента bj можно подойти по-другому. 
Для этого строится интервальная оценка соответствующего коэффициента. 
Если задать уровень значимости α, то доверительный интервал, в который 
с вероятностью (1-α) попадает неизвестное значение параметра ( )'' αβ j ,  
определяется неравенством: 

( ) ( )
jj bjjbj mpntbmpntb ⋅−−+<<⋅−−− 1;'1; αβα   

или 
( ) ( ) aa mpntampnta ⋅−−+<<⋅−−− 1;'1; ααα  .    

Если доверительный интервал не содержит нулевого значения, то со-
ответствующий параметр является статистически значимым, в противном 
случае гипотезу о нулевом значении параметра отвергать нельзя. 

Для проверки общего качества уравнения регрессии используется  
коэффициент детерминации R2, который в общем случае рассчитывается 
по формуле: 

( )
.1 2

2
2

∑
∑
−

−=
yy

e
R

i

i  (6.24) 

Он показывает, как и в парной регрессии, долю общей дисперсии у, 
объясненную уравнением регрессии. Его значения находятся между нулем 
и единицей. Чем ближе этот коэффициент к единице, тем больше уравне-
ние регрессии объясняет поведение у. 

Для множественной регрессии R2 является неубывающей функцией 
числа объясняющих переменных. Добавление новой объясняющей пере-
менной никогда не уменьшает значение R2. Действительно, каждая сле-
дующая объясняющая переменная может лишь дополнить, но никак не  
сократить информацию, объясняющую поведение зависимой переменной. 

В формуле (6.22) используется остаточная дисперсия, которая имеет 
систематическую ошибку в сторону уменьшения, тем более значительную, 
чем больше параметров определяется в уравнении регрессии при заданном 
объеме наблюдений n. Если число параметров (р+1) приближается к n, то 
остаточная дисперсия будет близка к нулю и коэффициент детерминации 
приблизится к единице даже при слабой связи факторов с результатом. 

Поэтому в числителе и знаменателе дроби в (6.22) делается поправка 
на число степеней свободы остаточной и общей дисперсии соответственно: 

( )
( ) ( )
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1 2
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∑
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pne
R

i

i  (6.25) 

Поскольку величина (6.24), как правило, увеличивается при добавле-
нии объясняющей переменной к уравнению регрессии даже без достаточ-
ных на то оснований, скорректированный коэффициент (6.25) компенсиру-
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ет это увеличение путем наложения «штрафа» за увеличение числа незави-
симых переменных. Перепишем (6.25) следующим образом: 

( ) ( .1
111

1
1

111 22222 R
pn
pR

pn
pR

pn
n

pn
nRR −

−−
−=

−−
−

−−
−

=
−−

)−
−−=  (6.26) 

По мере роста р увеличивается отношение р/(n-p-1) и, следовательно, 
возрастает размер корректировки коэффициента R2 в сторону уменьшения. 

Из (6.26) очевидно, что 22 RR <  при р>1. С ростом р  2R  растет мед-
леннее, чем R2. Другими словами, он корректируется в сторону уменьше-
ния с ростом числа объясняющих переменных. При этом 22 RR =  только 
при R2=1. 2R  может даже принимать отрицательные значения (например, 
при R2=0). Поэтому для корректировки (6.25) нет строгого математическо-
го обоснования. 

Доказано, что 2R  увеличивается при добавлении новой объясняющей 
переменной тогда и только тогда, когда t-статистика для этой переменной 
по модулю больше единицы. Из этого отнюдь не следует, как можно было 
бы предположить, что увеличение 2R  означает улучшение спецификации 
уравнения. Тем не менее добавление в модель новых факторов осуществ-
ляется до тех пор, пока растет скорректированный коэффициент детерми-
нации. 

Обычно приводятся данные как по R2, так и по 2R , являющиеся сум-
марными мерами общего качества уравнения регрессии. Однако не следует 
абсолютизировать значимость коэффициентов детерминации. Существует 
немало примеров неправильно построенных моделей, имеющих высокие 
коэффициенты детерминации. Поэтому коэффициент детерминации в на-
стоящее время рассматривается лишь как один из ряда показателей, кото-
рые нужно проанализировать, чтобы уточнить строящуюся модель. 

Анализ статистической значимости коэффициента детерминации про-
водится на основе проверки нуль-гипотезы Н0: R2=0 против альтернатив-
ной гипотезы Н1: R2>0. Для проверки данной гипотезы используется сле-
дующая F-статистика: 

.1
1 2

2

p
pn

R
RF −−

⋅
−

=  (6.27) 

Величина F при выполнении предпосылок МНК и при справедливо-
сти нуль-гипотезы имеет распределение Фишера. Из (6.27) видно, что  
показатели F и R2 равны или не равны нулю одновременно. Если F=0,  
то R2=0 и линия регрессии yy =  является наилучшей по МНК, и, следова-
тельно, величина у линейно не зависит от . Для проверки нуль-
гипотезы при заданном уровне значимости α по таблицам критических  
точек распределения Фишера находится критическое значение Fтабл.(α; p; 
n-p-1). Если F>Fтабл., нуль-гипотеза отклоняется, что равносильно стати-
стической значимости R2, т.е. R2>0. 

pxxx ,...,, 21
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Эквивалентный анализ может быть предложен рассмотрением другой 
нуль-гипотезы, которая формулируется как 0'...'': 210 ==== pH βββ . Эту гипо-
тезу можно назвать гипотезой об общей значимости уравнения регрессии. 
Если данная гипотеза не отклоняется, то делается вывод о том, что сово-
купное влияние всех р объясняющих переменных  на зависи-
мую переменную у можно считать статистически несущественным, а общее 
качество уравнения регрессии невысоким. 

pxxx ,...,, 21

Проверка такой гипотезы осуществляется на основе дисперсионного 
анализа сравнения объясненной и остаточной дисперсий, т.е. нуль-
гипотеза формулируется как Н0:Dфакт.=Dост. против альтернативной гипоте-
зы Н1:Dфакт.>Dост. При этом строится F-статистика: 
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Здесь в числителе – объясненная (факторная) дисперсия в расчете на 
одну степень свободы (число степеней свободы равно числу факторов, т.е. р). 
В знаменателе – остаточная дисперсия на одну степень свободы. Ее число 
степеней свободы равно (n-p-1). Потеря (р+1) степени свободы связана  
с необходимостью решения системы (р+1) линейных уравнений при опре-
делении параметров эмпирического уравнения регрессии. Если учесть, что 
число степеней свободы общей дисперсии равно (n-1), то число степеней 
свободы объясненной дисперсии равно разности (n-1) – (n-p-1), т.е. р.  
Следует отметить, что выражение (6.28) эквивалентно (6.26). Это стано-
вится ясно, если числитель и знаменатель (6.28) разделить на общую СКО: 
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Поэтому методика принятия или отклонения нуль-гипотезы для ста-
тистики (6.28) ничем не отличается от таковой для статистики (6.29). 

Анализ статистики F позволяет сделать вывод о том, что для принятия 
гипотезы об одновременном равенстве нулю всех коэффициентов линей-
ной регрессии коэффициент детерминации R2 должен существенно отли-
чаться от нуля. Его критическое значение уменьшается при росте числа 
наблюдений и может стать сколь угодно малым. 

Предположим, что при оценке регрессии с двумя объясняющими  
переменными по тридцати наблюдениям R2 =0,65. Тогда 

.07,25
2

1230
35,0
65,0

≈
−−

⋅=F  

По таблицам критических точек распределения Фишера найдем 
F(0,05; 2; 27)=3,36; F(0,01; 2; 27)=5,49. Поскольку Fнабл.=25,05>Fкр., как при 
пятипроцентном, так и при однопроцентном уровнях значимости, то нуле-
вая гипотеза в обоих случаях отклоняется. Если в той же ситуации  
R2=0,4, то 
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.9
2

1230
6,0
4,0

=
−−

⋅=F  

Предположение о незначимости связи отвергается и здесь. 
Другим важным направлением использования статистики Фишера  

является проверка гипотезы о равенстве нулю не всех коэффициентов  
регрессии одновременно, а только некоторой части этих коэффициентов. 
Это позволяет оценить обоснованность исключения или добавления в 
уравнение регрессии некоторых наборов факторов, что особенно важно 
при совершенствовании линейной регрессионной модели. 

Пусть первоначально построенное по n наблюдениям уравнение рег-
рессии имеет линейный вид и коэффициент детерминации для этой модели 
равен . Исключим из рассмотрения k объясняющих переменных. Не на-
рушая общности, предположим, что это будут k последних переменных. 
По первоначальным n наблюдениям для оставшихся факторов построим 
другое уравнение регрессии: 

2
1R

,...ˆ 2211 kpkp xdxdxdcy −−++++=   

для которого коэффициент детерминации равен . Очевидно, , 
так как каждая дополнительная переменная объясняет часть рассеивания 
зависимой переменной. Проверяя гипотезу , можно опре-
делить, существенно ли ухудшилось качество описания поведения зависи-
мой переменной. Для этого используют статистику:  
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В случае справедливости Н0 приведенная статистика имеет распреде-
ление Фишера с числом степеней свободы k и (n-p-1). Здесь  – потеря 
качества уравнения в результате отбрасывания k-факторов; k – число  
дополнительно появившихся степеней свободы; 

2
2

2
1 RR −

( ) ( )1/1 2
1 −−− pnR  – необъ-

ясненная дисперсия первоначального уравнения. 
Если величина (6.30) превосходит критическое ( )1;;. −−= pnkFFкр α  на 

требуемом уровне значимости α, то нуль-гипотеза должна быть отклонена. 
В этом случае одновременное исключение из рассмотрения k объясняю-
щих переменных некорректно, так как  существенно превышает . Это 
означает, что общее качество первоначального уравнения регрессии суще-
ственно лучше качества уравнения регрессии с отброшенными перемен-
ными, так как первоначальное уравнение объясняет гораздо большую до-
лю разброса зависимой переменной. Если же, наоборот, Fнабл.<Fкр., это оз-
начает, что разность  незначительна и можно сделать вывод  
о целесообразности одновременного отбрасывания k-факторов, поскольку 
это не привело к существенному ухудшению общего качества уравнения 
регрессии. Тогда нуль-гипотеза не может быть отброшена. 

2
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Аналогичные рассуждения можно использовать и для проверки обос-
нованности включения новых k-факторов. В этом случае рассматривается 
следующая статистика: 
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Если она превышает критическое значение Fкр., то включение новых 
факторов объясняет существенную часть не объясненной ранее дисперсии 
зависимой переменной. Поэтому такое добавление оправданно. Добавлять 
переменные, как правило, целесообразно по одной. Кроме того, при добав-
лении факторов логично использовать скорректированный коэффициент 
детерминации, так как обычный R2 всегда растет при добавлении новой 
переменной, а в скорректированном 2R  одновременно растет величина р, 
уменьшающая его. Если увеличение доли объясненной дисперсии при  
добавлении новой переменной незначительно, то 2R  может уменьшиться. 
В этом случае добавление указанного фактора нецелесообразно. 

Подробнее см.: 1–8. 

ТЕМА 7 МОДЕЛИРОВАНИЕ ОДНОМЕРНЫХ ВРЕМЕННЫХ РЯДОВ 
Основные вопросы темы 
1. Основные элементы временнόго ряда. Модели временных рядов: адди-

тивные и мультипликативные модели. 
2. Автокорреляция уровней временнόго ряда и выявление его структуры. 

Свойства коэффициента автокорреляции. Коррелограмма. 
3. Моделирование тенденции временнόго ряда. Тренд. Аналитическое вырав-

нивание временнόго ряда. 
4. Моделирование сезонных и циклических колебаний. Применение фик-

тивных переменных для моделирования сезонных колебаний. 
1. Временнóй ряд – это совокупность значений какого-либо показате-

ля за несколько последовательных моментов или периодов времени.  
Каждое значение (уровень) временнόго ряда формируется под воздейст-
вием большого числа факторов, которые можно условно разделить на три 
группы: 

• формирующие тенденцию ряда; 
• формирующие циклические колебания ряда; 
• случайные факторы. 
Тенденция характеризует долговременное воздействие факторов на 

динамику показателя. Тенденция может быть возрастающей или убы-
вающей (см. рис. 7.1). 
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Рис. 7.1. Возрастающая и убывающая тенденции временнόго ряда 
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Рис. 7.2. Сезонный (циклический) характер динамики ряда 

Циклические колебания могут носить сезонный характер или отра-
жать динамику конъюнктуры рынка, а также фазу бизнес-цикла, в которой 
находится экономика страны (см. рис. 7.2). 

Реальные данные часто содержат все три компоненты. В большинстве 
случаев временнόй ряд можно представить как сумму или произведение 
трендовой )(Т , циклической )(S  и случайной  компонент. В случае 
суммы имеет место аддитивная модель временнόго ряда:  

)(Е

,ЕSТу ++=  (7.1) 
в случае произведения – мультипликативная модель:  

.ЕSТу ⋅⋅=  (7.2) 
Основная задача эконометрического исследования отдельного вре-

меннόго ряда – выявление количественного выражения каждой из компо-
нент и использование полученной информации для прогноза будущих зна-
чений ряда или построение модели взаимосвязи двух или более временных 
рядов. 

Сначала рассмотрим основные подходы к анализу отдельного времен-
нόго ряда. Такой ряд может содержать помимо случайной составляющей 
либо только тенденцию, либо только сезонную (циклическую) компоненту, 
либо все компоненты вместе.  
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2. Для того чтобы выявить наличие той или иной неслучайной ком-
поненты, исследуется корреляционная зависимость между последователь-
ными уровнями временнόго ряда, или автокорреляция уровней ряда.  
Основная идея такого анализа заключается в том, что при наличии во вре-
менном ряде тенденции и циклических колебаний значения каждого  
последующего уровня ряда зависят от предыдущих. 

Количественно автокорреляцию можно измерить с помощью линей-
ного коэффициента корреляции между уровнями исходного временнόго 
ряда и уровнями этого ряда, сдвинутыми на несколько шагов во времени. 

Число периодов, по которым рассчитывается коэффициент автокорре-
ляции, называют лагом. 

Коэффициент автокорреляции уровней ряда первого порядка измеряет 
зависимость между соседними уровнями ряда t  и ,1−t   т.е. при лаге 1. 

Он вычисляется по следующей формуле: 
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где в качестве средних величин берутся значения: 
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В первом случае усредняются значения ряда, начиная со второго до 
последнего, во втором – значения ряда с первого до предпоследнего. 

Формулу (7.3) можно представить как формулу выборочного коэффи-

циента корреляции:  ,
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где в качестве переменной х  берется ряд  а в качестве перемен-
ной  ряд . 

,,...,, 32 nууу
−у 121 ,...,, −nууу
Если значение коэффициента (7.3) близко к единице, это указывает 

на очень тесную зависимость между соседними уровнями временнόго ряда 
и о наличии во временнόм ряде сильной линейной тенденции. 

Аналогично определяются коэффициенты автокорреляции более  
высоких порядков. Так, коэффициент автокорреляции второго порядка  
характеризует тесноту связи между уровнями ty  и 2−ty  и определяется  
по формуле: 
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где в качестве одной средней величины берут среднюю уровней ряда с 
третьего до последнего, а в качестве другой – среднюю с первого уровня 
до  :2−ny
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С увеличением лага число пар значений, по которым рассчитывается 
коэффициент автокорреляции, уменьшается. Для обеспечения статистиче-
ской достоверности максимальный лаг, как считают некоторые известные 
эконометристы, не должен превышать четверти общего объема выборки. 

Коэффициент автокорреляции строится по аналогии с линейным  
коэффициентом корреляции, и поэтому он характеризует тесноту только 
линейной связи текущего и предыдущего уровней ряда. По нему можно 
судить о наличии линейной или близкой к линейной тенденции. Однако 
для некоторых временных рядов с сильной нелинейной тенденцией  
(например, параболической или экспоненциальной) коэффициент автокор-
реляции уровней ряда может приближаться к нулю. 

Кроме того, по знаку коэффициента автокорреляции нельзя делать 
вывод о возрастающей или убывающей тенденции в уровнях ряда. Боль-
шинство временных рядов экономических данных имеют положительную 
автокорреляцию уровней, однако при этом не исключается убывающая 
тенденция. 

Последовательность коэффициентов автокорреляции уровней различных 
порядков, начиная с первого, называется автокорреляционной функцией 
временнόго ряда. График зависимости ее значений от величины лага назы-
вается коррелограммой. Анализ автокорреляционной функции и коррело-
граммы помогает выявить структуру ряда. Здесь уместно привести сле-
дующие качественные рассуждения. 

Если наиболее высоким является коэффициент автокорреляции пер-
вого порядка, очевидно, исследуемый ряд содержит только тенденцию. 
Если наиболее высоким оказался коэффициент автокорреляции порядка τ, 
ряд содержит циклические колебания с периодичностью в τ моментов 
времени. Если ни один из коэффициентов автокорреляции не является 
значимым, то либо ряд не содержит тенденции и циклических колебаний  
и имеет только случайную составляющую, либо ряд содержит сильную 
нелинейную тенденцию, для исследования которой нужно провести допол-
нительный анализ. 

Для обнаружения автокорреляции используют либо графический  
метод, либо статистические тесты. Рассмотрим наиболее популярный тест. 

Критерий Дарбина–Уотсона. Это наиболее известный критерий об-
наружения автокорреляции первого порядка. Статистика DW Дарбина – 
Уотсона приводится во всех специальных компьютерных программах как 
одна из важнейших характеристик качества регрессионной модели. 

Сначала по построенному эмпирическому уравнению регрессии опре-
деляются значения отклонений ntyye ttt ,1,ˆ =−= . Рассчитывается статистика 
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Далее по таблице критических точек Дарбина–Уотсона определяются 
два числа dl и du и осуществляются выводы по правилу: 

l  – положительная автокорреляция; dDW≤≤0

ul dDWd <<  – зона неопределенности; 
uu dDWd −≤≤ 4  – автокорреляция отсутствует; 

lu dDWd −<<− 44  – зона неопределенности; 
44 ≤≤− DWdl  – отрицательная автокорреляция. 

Статистика DW тесно связана с коэффициентом автокорреляции пер-
вого порядка: 
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Связь выражается формулой: 
( )

tt eerDW
1

12
−

−≈  
Отсюда вытекает смысл статистического анализа автокорреляции. 

Поскольку значения r изменяются от –1 до +1, DW изменяется от 0 до 4. 
Когда автокорреляция отсутствует, коэффициент автокорреляции равен 
нулю и статистика DW равна 2. DW=0 соответствует положительной авто-
корреляции, когда выражение в скобках равно нулю (r=1). При отрица-
тельной автокорреляции (r=–1) DW=4 и выражение в скобках равно двум. 

Ограничения критерия Дарбина–Уотсона: 
• критерий DW применяется лишь для тех моделей, которые содер-

жат свободный член; 
• предполагается, что случайные отклонения определяются по ите-

рационной схеме ttt vee += −1ρ , называемой авторегрессионной схе-
мой первого порядка AR(1). Здесь vt – случайный член; 

• статистические данные должны иметь одинаковую периодичность 
(не должно быть пропусков в наблюдениях); 

• критерий Дарбина–Уотсона не применим к авторегрессионным  
моделям вида: tttpptt ecyxbxbay +++++= −111 ... , которые содержат в 
числе факторов также зависимую переменную с временным лагом 
(запаздыванием) в один период. 

Для авторегрессионных моделей предлагается h-статистика Дарбина: 

( ),1
ˆ

cnD
nh

−
= ρ  

где ρ̂  – оценка коэффициента автокорреляции первого порядка; D(c) – вы-
борочная дисперсия коэффициента при лаговой переменной yt-1; n – число 
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наблюдений. Используется статистика при большом n и справедливости 
нуль-гипотезы H0: ρ=0 h~N(0,1). Поэтому при заданном уровне значимости 
определяется критическая точка из условия: 

( ) ,
2

1
2/

α
α

−
=uФ  

и h-статистика сравнивается с uα/2. Если |h|>uα/2, то нуль-гипотеза об отсут-
ствии автокорреляции должна быть отклонена. В противном случае она не 
отклоняется. 

Обычно значение ρ̂  рассчитывается по формуле 2/1ˆ DW−=ρ , а D(c) 
равна квадрату стандартной ошибки mc оценки коэффициента с. Cледует 
отметить, что вычисление h-статистики невозможно при nD(c)>1. 

3. В случае, если при анализе структуры временнόго ряда обнаружена 
только тенденция и отсутствуют циклические колебания (случайная со-
ставляющая присутствует всегда), следует приступать к моделированию 
тенденции. Если же во временнόм ряде имеют место и циклические коле-
бания, прежде всего следует исключить именно циклическую составляю-
щую и лишь затем приступать к моделированию тенденции. Выявление 
тенденции состоит в построении аналитической функции, характеризую-
щей зависимость уровней ряда от времени, или тренда. Этот способ назы-
вают аналитическим выравниванием временнόго ряда. 

Зависимость от времени может принимать разные формы, поэтому 
для ее формализации используют различные виды функций: 

• линейный тренд: tbayt ⋅+=ˆ ; 
• гипербола: tba ; yt /ˆ +=

• экспоненциальный тренд: tba
t ey ⋅+=ˆ  (или t

t bay ⋅=ˆ ); 
• степенной тренд: b

t ta ; y ⋅=ˆ
• параболический тренд второго и более высоких порядков: 

....ˆ 2
21

k
kt tbtbtbay ⋅++⋅+⋅+=  

Параметры каждого из трендов можно определить обычным МНК, 
используя в качестве независимой переменной время nt ,...,2,1= , а в каче-
стве зависимой переменной – фактические уровни временнόго ряда yt (или 
уровни за вычетом циклической составляющей, если таковая была обна-
ружена). Для нелинейных трендов предварительно проводят стандартную 
процедуру их линеаризации. 

Существует несколько способов определения типа тенденции. Чаще 
всего используют качественный анализ изучаемого процесса, построение  
и визуальный анализ графика зависимости уровней ряда от времени, рас-
чет некоторых основных показателей динамики. В этих же целях можно 
использовать и коэффициенты автокорреляции уровней ряда. Тип тенден-
ции можно определить путем сравнения коэффициентов автокорреляции 
первого порядка, рассчитанных по исходным и преобразованным уровням 
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ряда. Если временнόй ряд имеет линейную тенденцию, то его соседние 
уровни yt и yt-1 тесно коррелируют. В этом случае коэффициент автокорре-
ляции первого порядка уровней исходного ряда должен быть высоким.  
Если временнόй ряд содержит нелинейную тенденцию, например, в форме 
экспоненты, то коэффициент автокорреляции первого порядка по лога-
рифмам уровней исходного ряда будет выше, чем соответствующий коэф-
фициент, рассчитанный по уровням ряда. Чем сильнее выражена нелиней-
ная тенденция в изучаемом временнόм ряде, тем в большей степени будут 
различаться значения указанных коэффициентов. 

Выбор наилучшего уравнения в случае, если ряд содержит нелиней-
ную тенденцию, можно осуществить путем перебора основных форм трен-
да, расчета по каждому уравнению скорректированного коэффициента де-
терминации 2R  и выбора уравнения тренда с максимальным значением 
этого коэффициента. Реализация этого метода относительно проста при 
компьютерной обработке данных. 

При анализе временных рядов, содержащих сезонные или циклические 
колебания, наиболее простым подходом является расчет значений сезон-
ной компоненты методом скользящей средней и построение аддитивной 
или мультипликативной модели временнόго ряда в форме (7.1) или (7.2). 

Если амплитуда колебаний приблизительно постоянна, строят адди-
тивную модель (7.1), в которой значения сезонной компоненты предпола-
гаются постоянными для различных циклов. Если амплитуда сезонных ко-
лебаний возрастает или уменьшается, строят мультипликативную модель 
(7.2), которая ставит уровни ряда в зависимость от значений сезонной ком-
поненты. 

Построение модели (7.1) или (7.2) сводится к расчету значений Т, S 
или Е для каждого уровня ряда. Процесс построения модели включает  
в себя следующие шаги: 

• выравнивание исходного ряда методом скользящей средней; 
• расчет значений сезонной компоненты S; 
• устранение сезонной компоненты из исходных уровней ряда и по-

лучение выравненных данных (Т+Е) в аддитивной или (Т·Е) в 
мультипликативной модели; 

• аналитическое выравнивание уровней (Т+Е) или (Т·Е) и расчет 
значений Т с использованием полученного уравнения тренда; 

• расчет полученных по модели значений (Т+S) или (Т·S); 
• расчет абсолютных и относительных ошибок. 
4. Рассмотрим процедуру оценивания сезонных эффектов. Пусть ис-

ходный ряд является полностью аддитивным, т.е. y g s ut t t t= + + . 
Необходимо оценить  по наблюденным . Иными словами, необхо-

димо получить оценки  коэффициентов 
st yt

$ci c ii , , ,...,= 1 2 τ  индикаторной модели.  
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Как уже отмечалось, сезонный эффект проявляется на фоне тренда, 
поэтому вначале необходимо оценить трендовую составляющую одним из 
рассмотренных методов. Затем для каждого сезона i i, , ,...,= 1 2 τ  вычисляют 
все относящиеся к нему разности  

,ˆ~,,ˆ~,ˆ~,ˆ~
22 ττττττ kikiiiiiii gygygygy ++++++ −−−− K  

где, как обычно, ~yi  – наблюденное значение ряда;  – оцененное значение 
тренда.  

$gi

Каждая из этих разностей дает совместную оценку сезонного эффекта 
и случайного компонента, отличного, правда, от исходного  в силу взя-
тия разностей. 

ut

Производя усреднение полученных разностей, получают оценки эф-
фектов. Полагая, что исходный ряд содержит целое число k периодов се-

зонности, и ограничиваясь простым средним, имеем $ (~ $ ).c
k

y gi i
i

k

= −
=
∑1

1
i  

С учетом условия репараметризации, требующим, чтобы сумма се-
зонных эффектов равнялась нулю, получаем скорректированные оценки 

.ˆ1ˆ
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∑
=

∗ −=
τ

τ i
iii ccc  

В случае мультипликативного сезонного эффекта, когда модель ряда 

имеет вид tttt usgy +⋅= , вычисляют уже не разности, а отношения 
τ

τ

li

li

g
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+

+

ˆ

~
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l=1,2,…,τ. 
В качестве оценки сезонного индекса  выступает среднее ci

τ
τ
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На практике считается, что для оценки сезонных эффектов временнόй 
ряд должен содержать не менее пяти-шести периодов сезонности. 

Перейдем теперь к способам удаления сезонного эффекта из ряда.  
Таких способов два. Первый из них назовем «послетрендовый». Он явля-
ется логическим следствием рассмотренной выше процедуры оценивания. 
Для аддитивной модели удаление сезонной компоненты сводится к вычи-
танию оцененной сезонной компоненты из исходного ряда. Для мультип-
ликативной модели значения ряда делят на соответствующие сезонные  
индексы. 

Второй способ не требует предварительной оценки ни трендовой, ни 
сезонной компонент, а основывается на использовании разностных опера-
торов. 

Построение аддитивной модели временнόго ряда. Рассмотрим данные 
об объеме потребления электроэнергии жителями некоторого района (дан-
ные колонки 1 и 2 табл. 7.1). Из анализа автокорреляционной функции  
ясно, что данный временнóй ряд содержит сезонные колебания периодич-
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ностью в четыре квартала. Объемы потребления электроэнергии в осен-
не-зимний период (I и IV кварталы) выше, чем весной и летом (II и III 
кварталы).  

Т а б л и ц а  7.1 
Выравнивание уровней ряда методом скользящей средней 

№  
квартала 

Потребление 
электро- 
энергии, yt 

Итого  
за четыре 
квартала 

Скользящая 
средняя за  

четыре квартала

Центрирован-
ная скользящая 

средняя 

Оценка 
сезонной 

компоненты
1 6,0     
2 4,4     
3 5,0 24,4 6,10 6,25 –1,250 
4 9,0 25,6 6,40 6,45 2,550 
5 7,2 26,0 6,50 6,625 0,575 
6 4,8 27,0 6,75 6,875 –2,075 
7 6,0 28,0 7,00 7,1 –1,100 
8 10,0 28,8 7,20 7,3 2,700 
9 8,0 29,6 7,40 7,45 0,550 
10 5,6 30,0 7,50 7,625 –2,025 
11 6,4 31,0 7,75 7,875 –1,475 
12 11,0 32,0 8,00 8,125 2,875 
13 9,0 33,0 8,25 8,325 0,675 
14 6,6 33,6 8,40 8,375 –1,775 
15 7,0 33,4 8,35   
16 10,8     

По графику этого ряда можно установить наличие приблизительно 
равной амплитуды колебаний. Это говорит о возможном наличии аддитив-
ной модели. Рассчитаем ее компоненты. 

Шаг 1. Проведем выравнивание исходных уровней ряда методом 
скользящей средней. 

Поскольку циклические колебания имеют периодичность в четыре 
квартала, просуммируем уровни ряда последовательно за каждые четыре 
квартала со сдвигом на один момент времени и определим условные годо-
вые объемы потребления электроэнергии (колонка 3 в табл. 7.1). 

Разделив полученные суммы на 4, найдем скользящие средние (ко-
лонка 4 табл. 7.1). Полученные таким образом выравненные значения уже 
не содержат сезонной компоненты. 

Поскольку скользящие средние получены осреднением четырех со-
седних уровней ряда, т.е. четного числа значений, они соответствуют сере-
динам подынтервалов, состоящих из четверок чисел, т.е. должны распола-
гаться между третьим и четвертым значениями четверок исходного ряда. 
Для того чтобы скользящие средние располагались на одних временных 
отметках с исходным рядом, пары соседних скользящих средних еще раз 
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усредняются и получаются центрированные скользящие средние (колонка 
5 табл. 7.1). При этом теряются первые две и последние две отметки вре-
меннόго ряда, что связано с осреднением по четырем точкам. 

Шаг 2. Найдем оценки сезонной компоненты как разность между факти-
ческими уровнями ряда (колонка 2 табл. 7.1) и центрированными скользя-
щими средними (колонка 5). Эти значения помещаем в колонку 6 табл. 7.1 
и используем для расчета значений сезонной компоненты (см. табл. 7.2), 
которые представляют собой средние за каждый квартал (по всем годам) 
оценки сезонной компоненты Si. В моделях с сезонной компонентой обыч-
но предполагается, что сезонные воздействия за период (в данном случае – 
за год) взаимопогашаются. В аддитивной модели это выражается в том, 
что сумма значений сезонной компоненты по всем точкам (здесь – по че-
тырем кварталам) должна быть равна нулю. 

Т а б л и ц а  7 . 2  
Оценки сезонной компоненты 

№ квартала, i Показатели Год I II III IV 
 1 – – –1,250 2,550 

2 0,575 –2,075 –1,100 2,700 
3 0,550 –2,025 –1,475 2,875  
4 0,675 –1,775 – – 

Итого за i-й квартал (за все годы)  1,800 –5,875 –3,825 8,125 

Средняя оценка сезонной компоненты 
для i-го квартала, iS  

 0,600 –1,958 –1,275 2,708 

Скорректированная сезонная компо-
нента,  iS

 0,581 –1,977 –1,294 2,690 

Для данной модели сумма средних оценок сезонной компоненты 
равна: 

0,6–1,958–1,275+2,708=0,075. 
Эта сумма оказалась не равной нулю, поэтому каждую оценку умень-

шим на величину поправки, равной одной четверти полученного значения: 
Δ=0,075/4=0,01875. 
Рассчитаем скорректированные значения сезонной компоненты (они 

записаны в последней строке табл. 7.2): 
.4,1, =Δ−= iSS ii
 

Эти значения при суммировании уже равны нулю: 
0,581–1,977–1,294+2,69=0. 
Шаг 3. Исключаем влияние сезонной компоненты, вычитая ее значе-

ния из каждого уровня исходного временнόго ряда. Получаем величины: 
T+E=Y–S. 
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Эти значения рассчитываются в каждый момент времени и содержат 
только тенденцию и случайную компоненту (колонка 4 табл. 7.3). 

Т а б л и ц а  7.3 
Исключение влияния сезонной компоненты 

t ty  tS  it Sy
ET
−=
=+  T T+S 

)( ST
yE t

+−
−=

 
E2 

1 6,0 0,581 5,419 5,902 6,483 –0,483 0,2332 
2 4,4 –1,977 6,377 6,088 4,111 0,289 0,0833 
3 5,0 –1,294 6,294 6,275 4,981 0,019 0,0004 
4 9,0 2,69 6,310 6,461 9,151 –0,151 0,0228 
5 7,2 0,581 6,619 6,648 7,229 0,029 0,0008 
6 4,8 –1,977 6,777 6,834 4,857 –0,057 0,0032 
7 6,0 –1,294 7,294 7,020 5,726 0,274 0,0749 
8 10,0 2,69 7,310 7,207 9,897 0,103 0,0107 
9 8,0 0,581 7,419 7,393 7,974 0,026 0,0007 
10 5,6 –1,977 7,577 7,580 5,603 –0,003 0,0000 
11 6,4 –1,294 7,694 7,766 6,472 –0,072 0,0052 
12 11,0 2,69 8,310 7,952 10,642 0,358 0,1278 
13 9,0 0,581 8,419 8,139 8,720 0,280 0,0785 
14 6,6 –1,977 8,577 8,325 6,348 0,252 0,0634 
15 7,0 –1,294 8,294 8,512 7,218 –0,218 0,0474 
16 10,8 2,69 8,110 8,698 11,388 –0,588 0,3458 

Шаг 4. Определим трендовую компоненту данной модели. Для этого 
проведем выравнивание ряда (Т+Е) с помощью линейного тренда:  

.91497,0;186,0715,5 2 =⋅+= RtT  
Подставляя в это уравнение значения 16,...,2,1=t , определим уровни Т 

для каждого момента времени (колонка 5 табл. 7.3). 
Шаг 5. Найдем значения уровней ряда, полученные по аддитивной 

модели. Для этого прибавим к уровням Т значения сезонной компоненты 
для соответствующих кварталов, т.е. к значениям в колонке 5 табл. 7.3 
прибавим значения в колонке 3. Результаты операции представлены в ко-
лонке 6 табл. 7.3. 

Шаг 6. В соответствии с методикой построения аддитивной модели 
расчет ошибки производим по формуле: )( STYE +−= . Это абсолютная 
ошибка. Численные значения абсолютных ошибок приведены в колонке 7 
табл. 7.3. 

По аналогии с моделью регрессии для оценки качества построения 
модели или для выбора наилучшей модели можно применять сумму квад-
ратов полученных абсолютных ошибок. Для данной аддитивной модели 
сумма квадратов абсолютных ошибок равна 1,10. По отношению к общей 
сумме квадратов отклонений уровней ряда от его среднего значения, рав-
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ной 71,59, эта величина составляет чуть более 1,5%. Следовательно, можно 
сказать, что аддитивная модель объясняет 98,5% общей вариации уровней 
временнόго ряда потребления электроэнергии за последние 16 кварталов. 

Построение мультипликативной модели временнόго ряда. Пусть 
имеются поквартальные данные о прибыли компании за последние четыре 
года (см. табл. 7.4). 

Т а б л и ц а  7.4 
Данные о прибыли компании за четыре года 

Квартал 

Год 
I II II IV 

1 72 100 90 64 
2 70 92 80 58 
3 62 80 68 48 
4 52 60 50 30 

График временнόго ряда (см. рис. 7.3) свидетельствует о наличии  
сезонных колебаний периодичностью в четыре квартала и общей убываю-
щей тенденции уровней ряда: 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Рис. 7.3. График временнόго ряда 
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Прибыль компании в весеннее-летний период выше, чем в осенне-
зимний период. Поскольку амплитуда сезонных колебаний уменьшается, 
можно предположить существование мультипликативной модели. Опреде-
лим ее компоненты. 

Шаг 1. Проведем выравнивание исходных уровней ряда методом 
скользящей средней. Методика, применяемая на этом шаге, полностью 
совпадает с методикой аддитивной модели. Результаты расчетов оценок 
сезонной компоненты представлены в табл. 7.5. 
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Шаг 2. Найдем оценки сезонной компоненты как частное от деления 
фактических уровней ряда на центрированные скользящие средние (колонка 
6 табл. 7.5). Используем эти оценки для расчета значений сезонной компо-
ненты S. Для этого найдем средние за каждый квартал оценки сезонной 
компоненты Si. Взаимопогашаемость сезонных воздействий в мультипли-
кативной модели выражается в том, что сумма значений сезонной компо-
ненты по всем кварталам должна равняться числу периодов в цикле.  
В нашем случае число периодов одного цикла (год) равно четырем кварта-
лам. Результаты расчетов сведем в табл. 7.6. 

Т а б л и ц а  7.5 
Расчет оценок сезонной компоненты 

№  
квартала 

Прибыль  
компании 

Итого,  
за четыре 
квартала 

Скользящая  
средняя за четыре 

квартала 

Центрированная 
скользящая  

средняя 

Оценка  
сезонной  

компоненты
1 72     
2 100     
3 90 326 81,500 81,250 1,108 
4 64 324 81,000 80,000 0,800 
5 70 316 79,000 77,750 0,900 
6 92 306 76,500 75,750 1,215 
7 80 300 75,000 74,000 1,081 
8 58 292 73,000 71,500 0,811 
9 62 280 70,000 68,500 0,905 
10 80 268 67,000 65,750 1,217 
11 68 258 64,500 63,250 1,075 
12 48 248 62,000 59,500 0,807 
13 52 228 57,000 54,750 0,950 
14 60 210 52,500 50,250 1,194 
15 50 192 48,000   
16 30     

Т а б л и ц а  7.6 
Расчет средней сезонной компоненты за квартал 

№ квартала, i Год I II III IV 
1 – – 1,108 0,800 
2 0,900 1,215 1,081 0,817 
3 0,905 1,217 1,075 0,807 

Показатели 

4 0,950 1,194 – – 
Итого за i-й квартал (за все годы)  2,755 3,626 3,264 2,424 

Средняя оценка сезонной компо-
ненты для i-го квартала, iS   0,918 1,209 1,088 0,808 

Скорректированная сезонная ком-
понента,  iS  0,913 1,202 1,082 0,803 
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Здесь сумма средних оценок сезонных компонент по всем четырем 
кварталам .023,4808,0088,1209,1918,0 =+++  не равна четырем. Чтобы эта сумма 
равнялась четырем, умножим каждое слагаемое на поправочный коэффи-
циент ,9943,0023,4/4 ==k  т.е. .4,1, =⋅= ikSS ii

 
Значения скорректированных сезонных компонент записаны в по-

следней строке табл. 7.6. Теперь их сумма равна четырем. Занесем эти зна-
чения в новую таблицу (колонка 3 табл. 7.7). 

Т а б л и ц а  7.7 
Расчет уровней мультипликативной модели и их ошибок 

t yt Si 
it SY

ET
/=
=⋅

 
T S 

)(:
:

ST
yE t

⋅
=

 )( ST
yE t

⋅−
−=

 
( )2E  

1 72 0,913 78,86 87,80 80,16 0,898 –8,165 66,66 
2 100 1,202 83,19 85,03 102,20 0,978 –2,204 4,86 
3 90 1,082 83,18 82,25 89,00 1,011 1,002 1,00 
4 64 0,803 79,70 79,48 63,82 1,003 0,179 0,03 
5 70 0,913 76,67 76,70 70,03 1,000 –0,030 0,00 
6 92 1,202 6,54 73,93 88,86 1,035 3,139 9,85 
7 80 1,082 73,94 71,15 76,99 1,039 3,013 9,08 
8 58 0,803 72,23 68,38 54,91 1,056 3,093 9,57 
9 62 0,913 67,91 65,60 59,90 1,035 2,105 4,43 
10 80 1,202 66,56 62,83 75,52 1,059 4,482 20,08 
11 68 1,082 62,85 60,05 64,98 1,047 3,024 9,14 
12 48 0,803 59,78 57,28 45,99 1,044 2,007 4,03 
13 52 0,913 56,96 54,50 49,76 1,045 2,240 5,02 
14 60 1,202 49,92 51,73 62,18 0,965 –2,176 4,73 
15 50 1,082 46,21 48,95 52,97 0,944 –2,966 8,79 
16 30 0,803 37,36 46,18 37,08 0,809 –7,080 50,12 

Шаг 3. Разделим каждый уровень исходного ряда на соответствующие 
значения сезонной компоненты. Тем самым получим величины SYET /=⋅ , 
которые содержат только тенденцию и случайную компоненту (колонка 4 
табл. 7.7). 

Шаг 4. Определим трендовую компоненту в мультипликативной мо-
дели. Для этого рассчитаем параметры линейного тренда, используя уров-
ни (Т+Е). Уравнение тренда имеет вид:  .9152,0,773,259,90 2 =⋅−= RtT

Подставляя в это уравнение значения 16,...,2,1=t , найдем уровни Т для 
каждого момента времени (колонка 5 табл. 7.7). 

Шаг 5. Найдем уровни ряда по мультипликативной модели, умножив 
уровни Т на значения сезонной компоненты для соответствующих кварта-
лов (колонка 6 табл. 7.7). 

Шаг 6. Расчет ошибок в мультипликативной модели произведем по 
формуле: 

)./( STYE ⋅=  
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Численные значения ошибок приведены в колонке 7 табл. 7.7. Для то-
го чтобы сравнить мультипликативную модель и другие модели временнό-
го ряда, можно по аналогии с аддитивной моделью использовать сумму 
квадратов абсолютных ошибок. Абсолютные ошибки в мультипликатив-
ной модели определяются как )( STyE t ⋅−= . В данной модели сумма квад-
ратов абсолютных ошибок составляет 207,4. Общая сумма квадратов от-
клонений фактических уровней этого ряда от среднего значения равна 
5023. Таким образом, доля объясненной дисперсии уровней ряда составля-
ет 95,9%. 

Прогнозирование по аддитивной или мультипликативной модели 
временнόго ряда сводится к расчету будущего значения временнόго ряда 
по уравнению модели без случайной составляющей в виде:  

STyt +=ˆ    для аддитивной или  
STyt ⋅=ˆ    для мультипликативной модели. 

Подробнее см.: 1–8. 

ТЕМА 8 МОДЕЛИРОВАНИЕ ТЕНДЕНЦИИ ВРЕМЕННÓГО РЯДА  
ПРИ НАЛИЧИИ СТРУКТУРНЫХ ИЗМЕНЕНИЙ 

Основные вопросы темы 
1. Модели стационарных и нестационарных временных рядов. Кусочно-

линейные модели регрессии. Переход от единого уравнения регрессии  
к кусочно-линейной модели. Алгоритм теста Г. Чоу. Применение теста 
Чоу для моделирования линейной тенденции. 

2. Статистический метод тестирования Д. Гуйарати. Проверка гипотезы о 
структурной стабильности тенденции временнόго ряда. 

1. Фиктивная переменная разбивает зависимость на две части – до  
и после внесения изменений в условия ее действия (см. рис. 8.1). 

Общая зависимость имеет вид кусочно-линейной функции, а измене-
ния условий отображаются изменением угла наклона прямой к оси абсцисс 
(линии 1–2). 

 
 

  
 
 
 
 
 
 

Рис. 8.1. Преобразование линейной функции в кусочно-линейную  
при введении фиктивной переменной 
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Здесь исследователь должен принять решение, стоит ли разбивать вы-
борку на части и строить для каждой из них уравнение регрессии (прямые 
1 и 2) или ограничиться одной общей линией регрессии (линия 3). Для  
этого используют тест Чоу, который состоит в следующем. 

Вся выборка объема n разбивается на две подвыборки объемами n1 и 
n2 (n1+n2=n), и для каждой строится уравнение регрессии. Обозначим через 
s1 и s2 остаточные СКО для каждой из регрессий. Кроме того, строится  
общая регрессия для всех наблюдений (линия 3), и для нее определяется 
остаточная СКО, которую обозначим s3. Равенство s3=s1+s2 возможно лишь 
при совпадении коэффициентов регрессии для всех трех уравнений. Если 
сумма s1+s2 будет значительно меньше, чем s3, можно считать разбиение 
общей выборки на две подвыборки обоснованным. В этом смысле разность 
(s3-(s1+s2)) можно считать мерой улучшения качества модели при разбие-
нии выборки на две части. Однако при разбиении уменьшается число сте-
пеней свободы каждой из подвыборок. Эта альтернатива между числом 
степеней свободы и уменьшением остаточной СКО выражается через ста-
тистику 

( ) ,
1

22

21

213

+
−−

⋅
+
+−

=
p

pn
ss

sssF   (8.1) 

где p – число факторов. Выражение (8.1) равно отношению уменьше-
ния необъясненной дисперсии к необъясненной дисперсии кусочно-
линейной модели. 

Если уменьшение дисперсии статистически незначимо, статистика (8.1) 
имеет распределение Фишера с (p+1, n-2p-2) степенями свободы. Если на 
заданном уровне значимости α ( )22;1;набл. −−+< pnpFF α , то нет смысла раз-
бивать уравнение регрессии на части. В противном случае разбиение на 
подвыборки целесообразно с точки зрения улучшения качества модели. 

2. Если гипотеза о структурной стабильности выборки отклоняется, 
то исследуется вопрос о причинах структурных различий в подвыборках. 
Пусть данные в подвыборках описываются двумя уравнениями рег-
рессии: 

.ˆ
,ˆ

22

11

xbay
xbay

+=
+=

 
Тогда возможны следующие варианты: 
• различие между а1 и а2 является статистически значимым, а коэф-

фициенты b1 и b2 статистически не различаются. При этом наблю-
дается скачкообразное изменение зависимости при сохранении  
наклона линии регрессии (см. рис. 8.2): 
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                     а                                                б                                                   в 
Рис. 8.2. Исследования структурной стабильности тенденции временнόго ряда  

(варианты а, б, в) 
• различие между b1 и b2 статистически значимо, а различие между 

а1 и а2 статистически незначимо; 
• статистически значимыми являются и различия между а1 и а2, и 

различия между b1 и b2. 
Для тестирования всех этих ситуаций применяется следующая мето-

дика, предложенная Гуйарати. Она основана на включении в модель рег-
рессии фиктивной переменной D, которая равна 1 для всех x<x* и равна 0 
для всех x>x*. Далее определяются параметры следующего уравнения рег-
рессии: .edDxcxbDay ++++=         (8.2) 

Отсюда видно, что 
а1=(а+b);  b1=(c+d);  (D=1), 
a2=a;  b2=b;  (D=0). 
Следовательно, параметр b есть разница между a1 и а2, параметр d – 

разница между b1 и b2. Если в уравнении (8.2) b является статистически 
значимым, а d нет, то имеем первый вариант структурной перестройки.  
Если, наоборот, статистически значимым является d, а b – незначим, имеем 
второй вариант структурных изменений. Наконец, третий вариант имеем  
в случае, если оба коэффициента b и d являются статистически значимыми. 

Преимущество метода Гуйарати перед тестом Чоу состоит в том, что 
нужно построить только одно, а не три уравнения регрессии. 

Подробнее см.: 2, 4, 8. 

СИСТЕМА ЭКОНОМЕТРИЧЕСКИХ УРАВНЕНИЙ 
Основные вопросы темы 
1. Общее понятие о системах уравнений, используемых в эконометрике. 

Системы независимых и взаимозависимых (совместных, одновременных) 
уравнений. 

2. Эндогенные и экзогенные переменные системы линейных совместных, 
одновременных уравнений. Структурные коэффициенты модели. 

3. Преобразование структурной формы модели в приведенную форму. Коэф-
фициенты приведенной формы модели. Проблема идентификации при-
веденной и структурной форм модели. 

у 

х 

у у 

а2 а1а1 а1 
х х *

ТЕМА 9 
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1. Объектом статистического изучения в социальных науках являются 
сложные системы. Построение изолированных уравнений регрессии недос-
таточно для описания таких систем и объяснения механизма их функциони-
рования. Изменение одной переменной, как правило, не может происходить 
без изменения других. Поэтому важное место занимает проблема описания 
структуры связей между переменными системой так называемых одновре-
менных уравнений. Так, если изучается модель спроса как отношение цен и 
количества потребляемых товаров, то одновременно для прогнозирования 
спроса необходима модель предложения товаров, в которой рассматривает-
ся также взаимосвязь между количеством и ценой предлагаемых благ. Это 
позволяет достичь равновесия между спросом и предложением. 

Системы уравнений здесь могут быть построены по-разному. 
Возможна система независимых уравнений, когда каждая зависимая 

переменная y рассматривается как функция одного и того же набора фак-
торов x:  
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Набор факторов xj в каждом уравнении может варьироваться. Каждое 

уравнение может рассматриваться самостоятельно. Для нахождения его 
параметров используется МНК. По существу, каждое уравнение этой сис-
темы является уравнением регрессии. 

Наибольшее распространение в эконометрических исследованиях по-
лучила система одновременных (совместных, взаимозависимых) уравне-
ний. В ней одни и те же зависимые переменные в одних уравнениях входят 
в левую часть, а в других уравнениях – в правую часть: 
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В эконометрике эта система уравнений называется также структур-

ной формой модели. Для нахождения параметров каждого уравнения тра-
диционный МНК неприменим, здесь используются специальные методы 
оценивания. В этом случае каждое из уравнений не может рассматриваться 
самостоятельно. 

2. Система одновременных уравнений (т.е. структурная форма модели) 
обычно содержит эндогенные и экзогенные переменные. 

Эндогенные переменные – это зависимые переменные, число которых 
равно числу уравнений в системе. Они обозначаются через y. 
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Экзогенные переменные – это предопределенные переменные, влияющие 
на эндогенные переменные, но не зависящие от них. Они обозначаются через x. 

Простейшая структурная форма модели имеет вид: 
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            9.1 

где y1,y2 – эндогенные переменные; x1,x2 – экзогенные. 
Классификация переменных на эндогенные и экзогенные зависит от 

теоретической концепции принятой модели. Экономические переменные 
могут выступать в одних моделях как эндогенные, а в других – как экзо-
генные переменные. Внеэкономические переменные (например, климати-
ческие условия) входят в систему как экзогенные переменные. В качестве 
экзогенных переменных можно рассматривать значения эндогенных пере-
менных за предшествующий период времени (лаговые переменные). На-
пример, потребление текущего года yt может зависеть также и от уровня 
потребления в предыдущем году yt-1. 

Структурная форма модели позволяет увидеть влияние изменений 
любой экзогенной переменной на значения эндогенной переменной. Целе-
сообразно в качестве экзогенных переменных выбирать такие переменные, 
которые могут быть объектом регулирования. Меняя их и управляя ими, 
можно заранее иметь целевые значения эндогенных переменных. 

Коэффициенты  при эндогенных и  – при экзогенных переменных 
называются структурными коэффициентами модели. Все переменные в 
модели могут быть выражены в отклонениях 

ib ja

)( xx −  и )( yy −  от среднего 
уровня, и тогда свободный член в каждом уравнении отсутствует. 

Использование МНК для оценивания структурных коэффициентов 
модели дает смещенные и несостоятельные оценки. Поэтому обычно для 
определения структурных коэффициентов модели структурная форма пре-
образуется в приведенную. 

Приведенная форма модели представляет собой систему линейных 
функций эндогенных переменных от экзогенных: 
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−ijδ  коэффициенты приведенной формы модели. 
По своему виду приведенная форма модели ничем не отличается от 

системы независимых уравнений. Применяя МНК, можно оценить ijδ ,  
а затем оценить значения эндогенных переменных через экзогенные. 

Приведенная форма позволяет выразить значения эндогенных пере-
менных через экзогенные, однако аналитически уступает структурной 
форме модели, так как в ней отсутствуют оценки взаимосвязи между эндо-
генными переменными. 
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3. При переходе от приведенной формы модели к структурной иссле-
дователь сталкивается с проблемой идентификации. Идентификация – это 
единственность соответствия между приведенной и структурной формами 
модели. 

Структурная модель (9.1) в полном виде, состоящая в каждом урав-
нении системы из n эндогенных и m экзогенных переменных, содержит  
n(n-1+m) параметров. Приведенная модель (9.2) в полном виде содержит 
nm параметров. Таким образом, в полном виде структурная модель содер-
жит большее число параметров, чем приведенная форма модели. Поэтому  
n(n-1+m) параметров структурной модели не могут быть однозначно опре-
делены через nm параметров приведенной формы модели. 

Чтобы получить единственно возможное решение для структурной 
модели, необходимо предположить, что некоторые из структурных коэф-
фициентов модели равны нулю. Тем самым уменьшится число структур-
ных коэффициентов.  

С позиции идентифицируемости структурные модели можно подраз-
делить на три вида: 

• идентифицируемые; 
• неидентифицируемые; 
• сверхидентифицируемые. 
Модель идентифицируема, если все ее структурные коэффициенты 

определяются однозначно, единственным образом по коэффициентам при-
веденной формы модели, т.е. число параметров структурной модели равно 
числу параметров приведенной формы модели. 

Модель неидентифицируема, если число приведенных коэффициентов 
меньше числа структурных коэффициентов, и в результате структурные 
коэффициенты не могут быть оценены через коэффициенты приведенной 
формы модели. Модель (9.1) в полном виде всегда неидентифицируема. 

Модель сверхидентифицируема, если число приведенных коэффици-
ентов больше числа структурных коэффициентов. В этом случае на основе 
приведенных коэффициентов можно получить два или более значений од-
ного структурного коэффициента. Сверхидентифицируемая модель, в от-
личие от неидентифицируемой, практически решаема, но требует для этого 
специальных методов исчисления параметров. 

Структурная модель всегда представляет собой систему совместных 
уравнений, каждое из которых требуется проверять на идентификацию. 
Модель считается идентифицируемой, если каждое уравнение системы 
идентифицируемо. Если хотя бы одно из уравнений системы неидентифи-
цируемо, то и вся модель считается неидентифицируемой. Сверхиденти-
фицируемая модель содержит хотя бы одно сверхидентифицируемое урав-
нение. 

Подробнее см.: 1–8. 
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ТЕМА 10 ОЦЕНИВАНИЕ ПАРАМЕТРОВ СТРУКТУРНОЙ МОДЕЛИ 
КОСВЕННЫМ МЕТОДОМ НАИМЕНЬШИХ КВАДРАТОВ 

Основные вопросы темы 
1. Идентифицируемая система одновременных уравнений. Процедура 

применения косвенного метода наименьших квадратов (КМНК). 
2. Оценивание приведенных коэффициентов для уравнений приведенной 

формы модели методом наименьших квадратов. Трансформирование коэф-
фициентов приведенной формы модели в параметры структурной модели. 

1. Исследуем идентифицируемую модель, т.е. оценим ее коэффициенты. 
Обозначим Н – число эндогенных переменных в i-ом уравнении сис-

темы; D – число экзогенных переменных, которые содержатся в системе, 
но не входят в данное уравнение. Тогда условие идентифицируемости 
уравнения может быть записано в виде следующего счетного правила: 

D+1 = Н – уравнение идентифицируемо; 
D+1 < Н – уравнение неидентифицируемо; 
D+1 > Н – уравнение сверхидентифицируемо. 
Это счетное правило отражает необходимое, но недостаточное усло-

вие идентификации. Более точно условия идентификации определяются, 
если накладывать ограничения на коэффициенты матриц параметров 
структурной модели. Уравнение идентифицируемо, если по отсутствую-
щим в нем переменным (эндогенным и экзогенным) можно из коэффици-
ентов при них в других уравнениях системы получить матрицу, определи-
тель которой не равен нулю, а ранг матрицы не меньше, чем число эндо-
генных переменных в системе без одного. 

Пример. Рассмотрим следующую макроэкономическую модель: 
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где M – доля импорта в ВВП; N – общее число прошений об освобождении 
от таможенных пошлин; S – число удовлетворенных прошений; E – фик-
тивная переменная, означающая, является ли курс доллара искусственно 
завышенным; Y – реальный ВВП; X – реальный объем чистого экспорта;  
t – текущий период; t–1 – предыдущий период. 

Проверим данную модель на идентификацию и определим, каким  
методом могут быть рассчитаны ее коэффициенты (в случае, если модель 
сверх- или точно идентифицируема). 

Сначала рассмотрим общие характеристики структурной формы. 
Здесь три эндогенные переменные – Mt, Nt и St, они стоят в левых частях 
уравнений. Кроме того, в правых частях находятся четыре предопределен-
ные переменные – одна лаговая (Mt-1) и три экзогенные – Et-1, Yt и Xt.  
Теперь проверим каждое уравнение. 
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Уравнение I. В этом уравнении присутствуют три эндогенные пере-
менные (Mt, Nt и St), но отсутствуют две предопределенные переменные – 
Yt и Xt. Поэтому Н=3, D=2, и необходимое условие идентификации выпол-
няется, поскольку D+1=H. Это означает, что первое уравнение точно иден-
тифицируемо. 

Уравнение II. В этом уравнении присутствуют три эндогенные пере-
менные (Mt, Nt и St), но отсутствуют три экзогенные – Еt-1, Mt-1 и Xt. Поэто-
му Н=3, D=3, D+1>H и второе уравнение по необходимому условию явля-
ется сверхидентифицируемым. 

Уравнение III. В этом уравнении, как и в других уравнениях, присут-
ствуют все три эндогенные переменные, но отсутствуют три экзогенные – 
Еt-1, Mt-1 и Yt . Поэтому Н=3, D=3, D+1>H, и третье уравнение системы яв-
ляется сверхидентифицируемым. 

Проверим каждое уравнение на выполнение достаточного условия 
идентификации. Для этого сначала запишем расширенную матрицу систе-
мы в виде таблицы (см. табл. 10.1). 

Т а б л и ц а  10.1 
Матрица коэффициентов макроэкономической модели  
Уравнение Mt Nt St Et–1 Mt–1 Yt Xt 

I –1 b12 b13 b14 b15 0 0 
II b21 –1 b23 0 0 b26 0 
III b31 b32 –1 0 0 0 b37 

Как видим, в эту матрицу включены коэффициенты при всех пере-
менных и не включены свободные члены, поскольку они могут быть  
исключены из системы, если задавать все переменные в отклонениях от 
среднего значения. Кроме того, здесь все переменные перенесены в правые 
части уравнений. 

Достаточное условие идентификации для соответствующего уравне-
ния будет выполнено, если ранг подматрицы, построенной только из ко-
эффициентов при переменных, отсутствующих в этом уравнении, равен 
количеству эндогенных переменных в системе минус единица. 

Рассмотрим подробно этот процесс для первого уравнения системы. 
Первому уравнению соответствует первая строка расширенной матрицы, 
поэтому первую строку не следует включать в подматрицу. Из остальной 
части расширенной матрицы оставим только столбцы, которые имеют  
нули в первой строке. Получаем подматрицу: 
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, 
определитель которой не равен нулю, поскольку 03726 ≠⋅bb . Таким образом, 
ранг подматрицы равен двум, т.е. числу эндогенных переменных в системе 
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минус единица. Достаточное условие идентификации для первого уравне-
ния выполнено. 

Аналогично рассмотрим другие уравнения. Подматрица для второго 
уравнения имеет вид: 
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Ее ранг также равен двум, поскольку определитель, составленный, 
например, из первого и третьего столбцов, очевидно, не равен нулю. 

Подматрица для третьего уравнения имеет вид: 
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Она также имеет ранг, равный двум. 
Таким образом, достаточное условие идентификации выполнено для 

каждого уравнения системы. Поскольку среди уравнений системы нет не-
идентифицируемых, а второе и третье уравнения являются сверхиденти-
фицированными, то и модель в целом сверхидентифицирована. Для опре-
деления параметров первого уравнения должен быть применен косвенный 
МНК (поскольку оно точно идентифицировано), а для других уравнений – 
двухшаговый МНК. 

2. Приведенная форма модели имеет вид: 

⎪
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⎧

+++++=
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Здесь  – случайные члены. Как обычно, в правой части приве-
денной формы стоят только предопределенные переменные. Для опреде-
ления параметров ПФМ применяется обычный МНК. 

321 ,, VVV

Коэффициенты структурной модели могут быть оценены разными 
способами в зависимости от вида системы одновременных уравнений. 
Наибольшее распространение получили два метода оценивания коэф-
фициентов структурной модели: косвенный МНК и двухшаговый МНК. 

Косвенный МНК (КМНК) применим в случае точно идентифицируе-
мой структурной модели. Процедура следующая: 

• структурная модель преобразуется в приведенную форму; 
• для каждого уравнения приведенной формы обычным МНК оцени-

ваются коэффициенты δij; 
• коэффициенты приведенной модели трансформируются в парамет-

ры структурной модели. 
Рассмотрим применение КМНК для модели: 

⎩
⎨
⎧

++=

++=

.22221212

,11112121

ε
ε

xaybу
xayby  (10.2) 
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Для построения модели имеем табл. 10.2.  
Т а б л и ц а  10.2 

Данные модели 
№ п/п 1y  2y  1x  2x  

1 2 5 1 3 
2 3 6 2 1 
3 4 7 3 2 
4 5 8 2 5 
5 6 5 4 6 

Средние 4 6,2 2,4 3,4 

Приведенная форма модели (10.2) имеет вид: 

⎩
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⎧

++=

++=

,22221212

,12121111

uхху
uxxy

δδ

δδ

 
где случайные ошибки приведенной формы модели. −2,1 uu
Для каждого уравнения приведенной формы применим традиционный 

МНК и определим δ-коэффициенты. Для простоты работаем в отклонени-
ях, т.е. ., хххyyy −=−=  Тогда система нормальных уравнений для пер-
вого уравнения системы составит: 

⎩
⎨
⎧
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∑ ∑ ∑
∑ ∑ ∑

.
,

21
2
2122111
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2
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Для приведенных данных система составит: 

⎩
⎨
⎧

=+
=+
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δδ
δδ

 
Отсюда получаем первое уравнение (и аналогично второе): 

⎩
⎨
⎧

+−−=
++=

2212

1211

00557,0072,0
,373,0852,0

ихху
иххy . 

Перейдем к структурной форме следующим образом: исключим из 
первого уравнения приведенной формы x2, выразив его из второго уравне-
ния приведенной формы и подставив в первое уравнение: 

.
00557,0

072,0 21
2

ухx −−
=  

Первое уравнение структурной формы: 
.97,3966,66

00557,0
072,0373,0852,0ˆ 12

21
11 хуухху −−=⎟

⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ −−
+=  

Аналогично исключим из второго уравнения x1, выразив его через 
первое уравнение и подставив во второе: 

.00557,0
852,0
373,0072,0ˆ;

852,0
373,0

2
21

2
21

1 ххуухух −⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ −
−=⇒

−
= , 

−+−= 212 026,0085,0ˆ хуу  второе уравнение структурной формы. 
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Структурная форма модели имеет вид: 

⎩
⎨
⎧

++−=

+−−=

2212

,1121

026,0085,0
97,3966,66

ε

ε

хуу
хуy

. 
Эту же систему можно записать, включив в нее свободный член урав-

нения, т.е. перейти от переменных в виде отклонений от среднего к исход-
ным переменным  и :y x  

.451,6
,717,428

222121202

111212101

=−−=
=−−=

xaybуА
xaybуА  

Тогда структурная модель имеет вид: 
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++−=

+−−=
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ε
ε
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Если к каждому уравнению структурной формы применить традицион-
ный МНК, то результаты могут сильно отличаться. В данном примере будет: 

⎩
⎨
⎧

+−+=

+++−=

.333,0533,02,5
192,1364,009,1

2212

,1121

ε
ε

хуу
хуy  

Подробнее см.: 1–8. 

ТЕМА 11 ОЦЕНИВАНИЕ ПАРАМЕТРОВ СТРУКТУРНОЙ МОДЕЛИ 
ДВУХШАГОВЫМ И ТРЕХШАГОВЫМ МЕТОДАМИ 
НАИМЕНЬШИХ КВАДРАТОВ 

Основные вопросы темы 
1. Сверхидентифицируемая система одновременных уравнений. Получе-

ние для сверхидентифицируемого уравнения теоретических значений 
эндогенных переменных. 

2. Определение структурных коэффициентов модели по данным теорети-
ческих (расчетных) значений эндогенных переменных. 

3. Процедура применения двухшагового метода наименьших квадратов 
(ДМНК). Трехшаговый метод наименьших квадратов (ТМНК) А. Зель-
нера и Г. Тейла как развитие и уточнение ДМНК. 

Двухшаговый метод наименьших квадратов (ДМНК) используется для 
сверхидентифицируемых систем. Основная идея ДМНК: на основе приве-
денной формы модели получить для сверхидентифицируемого уравнения 
теоретические значения эндогенных переменных, содержащихся в правой 
части уравнения. Далее, подставив их вместо фактических значений, мож-
но применить обычный МНК к структурной форме сверхидентифицируе-
мого уравнения. Здесь дважды используется МНК: на первом шаге при оп-
ределении приведенной формы модели и нахождении на ее основе оценок 
теоретических значений эндогенной переменной mimiii xxxy δδδ +++= ...ˆ 2211  и 
на втором шаге применительно к структурному сверхидентифицируемому 
уравнению при определении структурных коэффициентов модели по дан-
ным теоретических (расчетных) значений эндогенных переменных. 
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Сверхидентифицируемая структурная модель может быть двух типов: 
• все уравнения системы сверхидентифицируемые;  
• система содержит также точно идентифицируемые уравнения. 
В первом случае для оценки структурных коэффициентов каждого 

уравнения используется ДМНК. Во втором случае структурные коэффици-
енты для точно идентифицируемых уравнений находятся из системы при-
веденных уравнений. 

2. Рассмотрим модель: 

⎩
⎨
⎧

++=

++=

.
)(

22221212

,112121

ε
ε

xaybу
xyby  

Она получена из предыдущего примера наложением ограничения 
. Поэтому первое уравнение стало сверхидентифицируемым. 1112 ab =

На первом шаге найдем приведенную форму модели. С использовани-
ем тех же исходных данных получим систему: 

⎩
⎨
⎧

+−−=
++=

.00557,0072,0
,373,0852,0

2212

1211

ихху
ихxy  

На основе второго уравнения этой системы можно найти теоретиче-
ские значения для эндогенной переменной т.е. .  Подставим в это урав-
нение значения  и  в форме отклонений от средних значений, запишем 
в виде таблицы (см. табл. 11.1). 

,2у 2у̂

1х 2х

После того как найдены оценки ,  заменим в уравнении 2ŷ ( )12121 xybу +=  
фактические значения  их оценками  найдем значения новой перемен-
ной . 

2y ,2ŷ

12ˆ xyz +=

Т а б л и ц а  11.1 
Расчет теоретических значений эндогенных переменных 

1x  2x  2ŷ  zxy =+ 12ˆ  1y  zy1  2z  
–1,4 –0,4 0,103 –1,297 –2 2,594 1,682 
–0,4 –2,4 0,042 –0,358 –1 0,358 0,128 
0,6 –1,4 –0,035 0,565 0 0 0,319 
–0,4 1,6 0,02 –0,38 1 –0,38 0,144 
1,6 2,6 –0,13 1,47 2 2,94 2,161 
0 0 0 0 0 5,512 4,434 

Применим МНК к уравнению: 
zbу 121 = . 

Получим: 

.243,1
434,4
512,5

2
1

12 ===
∑
∑

z

zy
b

 
В целом рассматриваемая система будет иметь вид: 
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( )
⎩
⎨
⎧

+−=
+=

212

221

026,0085,0
243,1

хуу
хуу

. 
Второе уравнение не изменилось по сравнению с предыдущим примером. 
3. ДМНК является наиболее общим и широко распространенным ме-

тодом решения системы одновременных уравнений. Для точно идентифи-
цируемых уравнений ДМНК дает тот же результат, что и КМНК.  

Дальнейшим развитием двухшагового метода наименьших квадратов 
является трехшаговый МНК (ТМНК), предложенный в 1962 г. А. Зельне-
ром и Г. Тейлом. Этот метод оценивания пригоден для всех видов уравне-
ний структурной модели. Однако при некоторых ограничениях на пара-
метры более эффективным оказывается ДМНК. 

Подробнее см.: 1–8. 

ТЕМА 12 ПРИМЕНЕНИЕ СИСТЕМ ЭКОНОМЕТРИЧЕСКИХ УРАВНЕНИЙ 
Основные вопросы темы 
1. Использование систем одновременных уравнений для построения мак-

роэкономических моделей функционирования экономики страны. 
2. Статические и динамические модели экономики. 
3. Использование систем одновременных уравнений для исследования 

спроса и предложения. Линейная модель спроса и предложения. 
1. Наиболее широко системы одновременных уравнений используются 

при построении макроэкономических моделей экономики страны. В большин-
стве случаев это мультипликаторные модели кейнсианского типа. Статиче-
ская модель народного хозяйства Кейнса в самом простом виде следующая: 

⎩
⎨
⎧

+=
++=

,
,

IСу
byaC ε

 
где С – личное потребление; 
y – национальный доход в постоянных ценах; 
I – инвестиции в постоянных ценах. 
В силу наличия тождества в модели (второе уравнение системы) .1≤b  

Он характеризует предельную склонность к потреблению. Если ,65,0=b   
из каждой дополнительной тысячи рублей дохода на потребление расходу-
ется в среднем 650 руб. и 350 руб. инвестируется. Если b>1, то y<C+I и на 
потребление расходуются не только доходы, но и сбережения. Параметр a 
Кейнс истолковывал как прирост потребления за счет других факторов. 

Структурный коэффициент b используется для расчета мультиплика-
торов. По данной функции потребления можно определить два мультипли-
катора – инвестиционный мультипликатор потребления Mc и националь-
ного дохода My : 

,
1 b

bМс −
=  т.е. при   65,0=b 857,1

65,01
65,0

=
−

=сМ . 
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Это означает, что дополнительные вложения 1 тыс. руб. приведут при 
прочих равных условиях к дополнительному увеличению потребления на 
1,857 тыс. руб. 

,
1

1
b

М y −
=  т.е. при  65,0=b 857,2

65,01
1

=
−

=yМ , 

т.е. дополнительные вложения 1 тыс. руб. на длительный срок приведут при 
прочих равных условиях к дополнительному доходу 2,857 тыс. руб.  

Эта модель точно идентифицируема, и для получения b  применяется 
КМНК. Строится система приведенных уравнений: 
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в которой ,АА ′=  а параметры В  и B′  являются мультипликаторами, т.е. 
 и . Для проверки подставим балансовое равенство в первое 

уравнение структурной модели:  
сМВ = уМВ =′
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Аналогично поступим и со вторым уравнением структурной модели: 
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Таким образом, приведенная форма содержит мультипликаторы,  
интерпретируемые как коэффициенты множественной регрессии, отве-
чающие на вопрос, на сколько единиц изменится значение эндогенной  
переменной, если экзогенная изменится на одну единицу. Это делает мо-
дель удобной для прогнозирования. 

В более поздних исследованиях статическая модель Кейнса включа-
ла уже не только функцию потребления, но и функцию сбережений: 
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где −r  сбережения. 
Здесь три эндогенные переменные – rC,  и −y  и одна экзогенная – .I  

Система идентифицируема: в первом уравнении Н=2 и D=2, во втором 

Н=1, D=0; IC +  рассматривается как предопределенная переменная. 
Наряду со статическими широкое распространение получили динами-

ческие модели экономики. Они содержат в правой части лаговые перемен-
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ные, а также учитывают тенденцию. Например, модель Кейнса экономики 
США 1950–1960 гг. в упрощенном варианте: 

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

++=

++=

++++=

+++=

+++=

−

−

,
,

,3109187

,26154

,1321

tttt

tttt

ttt

ttt

ttt

GICR

TPSR
btbRbRbS

bPbPbI
bPbSbC

ε
ε
ε

 

где чистые трансферты в пользу администрации; −tT −tI капитальные вло-
жения; правительственные расходы; −tG −tS заработная плата в период t ; 

прибыль;  прибыль в период −tP −−1tP 1−t ; −tR  общий доход. 
Модель содержит пять эндогенных переменных –  (в левой 

части системы) и  (зависимая переменная, определяемая по первому тож-
деству), три экзогенные переменные –  и две лаговые предопределенные 
переменные  и .  Данная модель сверхидентифицируема и решается 
ДМНК. Для прогнозных целей используется приведенная форма модели: 
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Здесь мультипликаторами являются коэффициенты при экзогенных 
переменных. Они отражают влияние экзогенной переменной на эндоген-
ную переменную. 

2. Рассмотрим модели временных рядов, где в качестве исходных 
статистических данных располагаем наблюдениями двух временных рядов 

 и . Целью регрессионного анализа в данном случае 
является построение линейной регрессионной модели, позволяющей с 
наименьшими ошибками прогнозировать значения yt по значениям xt  
для t>n. 

nxxx ,...,, 21 nyyy ,...,, 21

Подобные модели естественны в ситуациях, когда две переменные x и 
y связаны так, что воздействия единовременного изменения одной из них 
(x) на другую (y) сказываются в течение достаточно продолжительного 
времени, т.е. наблюдается распределенный во времени эффект воздейст-
вия. В частности, такие связи возникают между регистрируемыми во вре-
мени входными и выходными характеристиками процессов накопления  
и распределения ресурсов (например, процессов преобразования доходов 
населения в его расходы) или процессов трансформации затрат в результа-
ты (например, процессов воспроизводства основных доходов). 
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Эконометрическая модель является динамической, если в данный мо-
мент t она учитывает значения входящих в нее переменных, относящихся как 
к текущему, так и к предыдущим моментам времени, т.е. модель учитывает, 
отражает динамику исследуемых переменных в каждый момент времени. 

Переменные, влияние которых характеризуется определенным запаз-
дыванием, называются лаговыми переменными. 

Классифицируются динамические модели по-разному. Один из вари-
антов классификации следующий: 

1. Модели с распределенными лагами. Они содержат в качестве лаговых 
переменных лишь независимые (объясняющие) переменные, например: 

....110 tptptt xbxbxbay ε+++++= −−
 (12.1) 

2. Авторегрессионные модели, уравнения которых включают в качест-
ве объясняющих переменных лаговые значения зависимых переменных, 
например: 

.2211 tttt ycycbxay ε++++= −−  (12.2) 
Рассмотрим модель (12.1), условившись, что р – конечное число. Если 

в некоторый момент времени t произойдет изменение х, это изменение  
будет влиять на значение у в течение р последующих моментов времени. 
Коэффициент b0 называется краткосрочным мультипликатором, так как 
он характеризует изменение среднего значения у при единичном измене-

нии х в тот же самый момент времени. Сумма  называется долгосроч-

ным мультипликатором; он характеризует изменение у под воздействием 
единичного изменения х в каждом из моментов времени. Любая сумма 

 – промежуточный мультипликатор. 

∑
=

p

j
jb

0

( pkb
k

j
j <∑

=0

)

Относительные коэффициенты модели (12.1) с распределенным ла-

гом определяются выражениями: ∑
∑ =

=

==
p

j
jp

j
j

j
j

b

b

0

0

1; ββ   (12.3) 

(условие нормировки имеет место, только если все bj имеют одинаковые 
знаки). Значения βj являются весами для соответствующих коэффициентов 
bj. Каждый из них измеряет долю общего изменения у, приходящегося на 
момент (t+j). 

Средний лаг определяется по формуле средней арифметической взве-
шенной: 

∑
=

⋅=
p

j
jjl

0

β . (12.4) 

Он означает период, в течение которого происходит изменение ре-
зультата от изменения х в момент t. Небольшая величина (12.4) означает 

 



Эконометрика 108 

быструю реакцию у на изменение х; высокое значение говорит о том, что 
воздействие фактора у будет сказываться в течение длительного времени. 

Медианный лаг – это величина лага, для которого ∑ . Это время, 

в течение которого с момента t будет реализована половина общего воз-
действия фактора на результат. 

=

≈
Mel

j
j

0

5,0β

Модель (12.1) можно свести к уравнению множественной регрессии 
через замены переменных: ,   ptptt xxxxxx −− === *

1
*
1

*
0 ,...,,

в результате получаем: .   tpp xbxbxbay ε+++++= **
21

*
10 ...

Однако применение обычного МНК затруднительно по следующим 
причинам: 

• текущие и лаговые значения х тесно связаны между собой, что 
приводит к высокой мультиколлинеарности факторов; 

• при большой величине лага велико число параметров, что приво-
дит к уменьшению числа степеней свободы; 

• часто возникает проблема автокорреляции остатков. 
Поэтому оценки параметров становятся неточными и неэффективны-

ми. Для получения более обоснованных оценок нужна информация о 
структуре лага. Эта структура может быть различной. На рис. 12.1. пред-
ставлены некоторые ее формы. 

jb
jb 

 
 
 
 

j j 
 а) 

jb б) b j

 
 
 
 
 

Рис. 12.1. Структуры лага (линейная, треугольная, геометрическая) 

Если с ростом величины лага коэффициенты при лаговых переменных 
убывают, то имеет место линейная (или треугольная) структура лага,  
а также геометрическая структура.  

Рассмотрим авторегрессионные модели. 

j

в) 
j

г) 
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Модель адаптивных ожиданий. Моделирование ожиданий является 
сложной задачей, поскольку фактор ожидания имеет качественную специ-
фику. Например, инвестиции связаны не только с нормой процента, но и с 
ожиданиями инвесторов. Если в стране существенная безработица, то дейст-
вия правительства в направлении стимулирования могут рассматриваться как 
позитивные, и это способствует инвестициям. Если экономика близка к пол-
ной 

вки пропорционален 
разности между реальным и ожидаемым значениями переменной. Таким 

занятости, то та же самая политика будет рассматриваться как ведущая  
к росту инфляции и приведет к падению инвестиционной активности. 

Модель адаптивных ожиданий заключается в простой процедуре кор-
ректировки ожиданий, когда в каждый момент времени реальное значение 
переменной сравнивается с ее ожидаемым значением. Если реальное зна-
чение оказывается больше, то ожидаемое в следующий момент значение 
корректируется в сторону его увеличения, если меньше – то в сторону 
уменьшения. Предполагается, что размер корректиро

образом, основную идею можно выразить формулой: 
( ) ( ),101 ≤≤−=−+ λλ e

tt
e
t

e
t xxxx  

где  – значение х, ож
но п

 как ожидания 
экон
ных ранее. 

но, т.е. . 

 реальным значениям переменной. 
Долгосрочная ф

в вид
. (12.6) 

одставим сюда выражение (12.5), получим: 
ε . (12.7) 

 

111 1 −−− +−++= tttt bxbxay ελλ
ожим (12.8) на (1 λ) и вычтем почленно из (12.6): 

 e
tx идаемое в момент t (expected). Это выражение мож-

ереписать в форме взвешенного среднего: 
( ) e

tt
e
t xxx λλ −+=+ 11 . (12.5) 

Модель (12.5) и является моделью адаптивных ожиданий. Это выра-
жение иногда называют моделью обучения на ошибках, так

омических объектов складываются из прошлых ожиданий, поправлен-
на величину ошибки в ожиданиях, допущенных 
При λ=0 ожидания являются статичными, неизменными, т.е. e

t
e
t xx =+1 . 

При λ=1 ожидания реализуются мгновен t

Чем больше λ, тем быстрее ожидаемое значение адаптируется к пре-
дыдущим

e
t xx =+1

ункция модели адаптивных ожиданий записывается  
е:  

t
e
tt bxay ε++= +1

П
( ) e

ttt bxbxay λλ +−++= 1 t

Запишем его для (t–1): 
e( ) 1− . (12.8) 

Умн –
( ) tttt ubybxay +−++= −11 λλλ , (12.9) 

где ( ) 11 −−−= tttu ελε . 
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Это модель авторегрессии, в которой все переменные имеют фактиче-
ские, а не ожидаемые значения. Модель в форме (12.9) называется кратко-
срочной функцией модели адаптивных ожиданий. 

Модель неполной (частичной) корректировки. Здесь поведенческое 
уравнение определяет не фактическое значение yt, а ее желаемый (целевой) 
уровень : *

ty

ttt ubxay ++=* . (12.10) 
Примером такой модели служит политика компаний относительно 

распределения дивидендов: прибыль расходуется частично на уплату  
дивидендов, частью на инвестиции. Когда прибыль увеличивается, диви-
денды тоже растут, но не в той же пропорции (это объясняется желанием 
руководства фирмы в любом случае не уменьшать дивиденды, так как это 
ударяет по репутации фирмы). 

В модели предполагается, что фактическое приращение зависимой 
переменной пропорционально разнице между ее желаемым уровнем и зна-
чением в предыдущий период: 

( ) ttttt yyyy νλ +−=− −− 1
*

1 , (12.11) 
где νt – случайный член.  

Это выражение можно переписать так: 
( ) tttt yyy νλλ +−+= −1

* 1 , (12.12) 
т.е. в форме взвешенного среднего. Чем больше λ, тем быстрее идет кор-
ректировка. При λ =1 полная корректировка происходит за один период. 
При λ =0 корректировка не происходит совсем. 

Подставив (12.10) в (12.12), получим: 
( ) ttttt uyxbay λνλλλ ++−++= −11 . 

Это и есть модель частичной корректировки, которая также является 
моделью авторегрессии. 

Несколько слов об оценке параметров уравнений авторегрессии. Рас-
смотрим уравнение: tttt cybxay ε+++= −1 . 

Во всех рассмотренных выше моделях стоит проблема оценивания 
параметров. Обычный МНК чаще всего дает смещенные и несостоятель-
ные оценки вследствие автокорреляции между случайными отклонениями 
εt и εt–1 и корреляции между yt–1 и εt. 

Один из возможных методов расчета параметров – метод инструмен-
тальных переменных, состоящий в замене yt–1 на новую переменную, кото-
рая тесно коррелирует с yt–1, но не коррелирует с остатками. Это можно 
сделать двумя способами: 

• проведем регрессию ttt uxy ++= −− 1101 δδ  или ttt uyy += −− 11 ˆ  и, подста-
вив 1ˆ −ty  в уравнение авторегрессии, получаем: 

tttt ycbxay ν+++= −1ˆ  
и далее применяем обычный МНК; 
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• подставив найденное, получим модель с распределенным лагом: 
( ) ( ttttt cuxcbxcay )εδδ +++++= −110 , 

для которой не нарушаются предпосылки обычного МНК. 
3. Система одновременных уравнений нашла применение в исследо-

ваниях спроса и предложения. Линейная модель спроса и предложения 
имеет вид: 

⎪
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⎪
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⎧

=

++=

++=

.
я,предложени объем–  

спроса, объем–  

210

110
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d

QQ
PbbQ
PaaQ

ε
ε

 

Здесь три эндогенные переменные:  и .sd QQ , Р  При этом, если   
и  представляют собой эндогенные переменные исходя из структуры 
самой системы, то   является эндогенной по экономическому содержа-
нию (цена зависит от спроса и предложения), а также в результате наличия 
тождества  Приравняв уравнения, получим: 

dQ
sQ

P

.sd QQ =
,210110 εε ++=++ PbbPaa  

.
11

12

11

00

baba
abP

−
−

+
−
−

=
εε  

Модель не содержит экзогенной переменной. Однако чтобы модель 
имела статистическое решение и можно было убедиться в ее справедливо-
сти, в модель вводятся экзогенные переменные. 

Например, модель вида: 

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

=

+++=

+++=

,
,2210

,1210
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d

QQ

WbPbbQ

RaPaaQ

ε

ε

 
где доход на душу населения; −R −W  климатические условия (при 

спросе и предложении зерна). 
Переменные  и R W экзогенные. Введя их в модель, получаем иденти-

фицированную структурную модель, где можно применить КМНК. 
Подробнее см.: 2, 7, 8. 
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ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

Экономисты используют количественные данные для наблюдения за 
развитием экономики, для ее анализа и прогноза. Набор статистических 
методов, используемых для этих целей, и составляет в совокупности эко-
нометрику. 

Эконометрика вместе с микро- и макроэкономикой является дисцип-
линой, образующей фундамент современного экономического образова-
ния. Это связано прежде всего с признанием того, что овладение методами 
эмпирических исследований является не просто желательной, но и весьма 
существенной частью базовой подготовки экономиста. 
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